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Preface 


Artificial Boundary Method is an effective numerical method for solving 
partial differential equations on unbounded domains. With more than thirty 
years development, Artificial Boundary Method is getting mature in the recent 
years. Artificial Boundary Method has been applied to various problems in 
scientific and engineering computations, and the theoretical issues such as the 
convergence and error estimates of Artificial Boundary Method have been solved 
gradually. Based on the research works by the authors for many years and the 
works by other researchers, we collect the methods and theories of Artificial 
Boundary Method and write this book. 

The partial contents of this book were taught in fall, 2005 and spring, 2007 
in the Department of Mathematical Science of Tsinghua University and the 
Department of Mathematics of University of Science and Technology of China 
respectively. 

This book has nine chapters: 

Chapter 1: Global Artificial Boundary Conditions for the Exterior Problem 
of Second Order Elliptic Equations; 

Chapter 2: The Global Artificial Boundary Conditions for the Navier Sys- 
tem and Stokes System; 

Chapter 3: Global Artificial Boundary Conditions for Heat and Schrédinger 
Equations; 

Chapter 4: Absorbing Boundary Conditions for Wave Equation, Klein- 
Gordon Equation, and Linear KdV Equation; 

Chapter 5: Local Artificial Boundary Condition; 

Chapter 6: Discrete Artificial Boundary Condition; 

Chapter 7: Implicit Artificial Boundary Condition; 

Chapter 8: Nonlinear Artificial Boundary Condition; 

Chapter 9: Application to Problems with Singularities. 

We have striven for the accuracy and elegance in writing the book. However, 


errors are inevitable. We would be most grateful to learn of any errors in the 
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book, for the revision of future printings. 

This book has benefited from works of other researchers, including our 
co-authors: Long-An Ying, Weizhu Bao, Zhongyi Huang, Chunxiaong Zheng, 
Zhizhong Sun, Jicheng Jin, Xin Wen, DongSheng Ying, and Zheli Xu. 


Han Houde Wu Xiaonan 
2009.3.1 


Abstract 


Artificial Boundary Method is one of the most important and effective nu- 
merical method for solving partial differential equations on unbounded domains. 

The basic idea of the artificial boundary method is to introduce artificial 
boundaries and reduce the original problem to a boundary value problem on a 
bounded domain. The key point of the artificial boundary method is how to find 
the exact boundary conditions or design highly accurate approximate boundary 
conditions on the artificial boundaries. 

This book discusses the key techniques of the artificial boundary method, 
its mathematical background, and applications in science and engineering. 

This book is suitable as a course textbook for graduate students from sci- 
entific and engineering computation majors, and it can also serve as a reference 


book for researchers in this area. 
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# 论 


出 现在 科学 与 工程 领域 中 的 大 量 问题 都 可 归结 为 无 界 区 域 上 偏 微分 方程 的 数 
值 求 解 问题 。 如 机 可 的 绕 流 问题 ( 见 图 0-1)， 带 无 限 大 弹性 地 基 坝 体 的 应 力 分 析 
( 见 图 0-2), 流体 在 无 限 长 管道 中 的 流动 ( 见 图 0-3), Be (包括 声波 、 弹 性 波 、 电磁 
波 等 ) 在 空间 中 的 传播 等 都 是 典型 的 例子 。 在 这 些 问 题 中 物理 区 域 的 无 界 性 给 问 
题 的 数值 求解 带 来 了 本 质 性 的 困难 , 而 已 有 的 成 熟 计算 方法 , 例如 有 限 差分 方法 
和 有 限 元 方法 都 不 能 直接 应 用 于 数值 求解 这 类 问题 。 解决 问题 的 一 个 办 法 是 引进 
一 个 人 工 边 界 , 将 无 界 的 物理 区 域 分 割 为 两 部 分 : 即 有 界 的 计算 区 域 和 余下 的 无 
AER. 新 引进 的 人 工 边 界 成 为 有 界 计算 区 域 (或 一 部 分 ) 的 边界 。 如 果 我 们 能 够 
在 人 工 边界 上 找到 原 问题 的 解 满足 的 边界 条 件 , 则 可 将 原 问题 简化 为 有 界 计算 区 
域 上 的 问题 进行 数值 求解 .在 早期 的 文献 中 人 们 常常 直接 将 原 问 题 的 解 在 无 穷 远 
处 满足 的 条 件 移植 到 人 工 边界 上 , 例如 Dirichlet 边界 条 件 (或 者 Neumann 边界 
条 件 ) 是 经 常 被 应 用 的 。 一 般 地 讲 ， 它们 不 是 原 问 题 的 解 在 人 工 边界 上 满足 的 准确 
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图 0-3 流体 在 无 限 长 管道 中 的 流动 


“2 ”人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


边界 条 件 , 而 仅仅 是 一 个 非常 粗粮 的 近似 边界 条 件 。 如 果 希 望 在 有 界 计算 区 域 上 
获得 原 问 题 的 具有 一 定 精度 的 数值 解 就 必须 保证 所 选取 的 有 界 计算 区 域 足 够 大 ， 
但 是 在 一 个 很 大 的 有 界 计算 区 域 上 数值 求解 偏 微 分 方程 仍然 不 能 大 量 地 减少 计 
算 量 和 占用 的 内 存 。 如 何在 给 定 的 人 工 边界 上 找 出 原 问 题 的 解 满足 的 准确 边界 条 
件 或 构造 出 高 精度 的 近似 人 工 边 界 条 件 就 成 为 求解 无 界 区 域 上 偏 微分 方程 数值 
解 的 一 个 核心 问题 。 

最 近 三 十 年 来 , 这 个 问题 吸引 了 很 多 数学 家 和 工程 师 的 注意 。 人 们 针对 各 种 
问题 和 不 同形 状 的 人 工 边界 应 用 多 种 方法 和 技巧 进行 了 大 量 研 究 工 作 , 使 人 工 边 
界 方法 逐步 发 展 成 为 数值 求解 无 界 区 域 上 偏 微 分 方程 的 一 个 重要 高 效 方法 。 人工 
边界 方法 的 核心 问题 是 对 已 知 的 问题 和 引进 的 人 工 边 界 如 何 构造 出 原 问 题 的 解 
在 人 工 边 界 上 满足 的 “合适 的 ”人 工 边 界 条 件 ， 从 而 将 原 问 题 简 化 为 等 价 的 或 近 
似 的 有 界 计算 区 域 上 的 问题 (以 下 称 其 为 简化 问题 )。 怎 样 的 人 工 边 界 条 件 是 “ 合 
适 的 ”? 它 应 该 满足 下 面 的 基本 要 求 : 

(1) 简化 问题 是 适 定 的 , 即 简化 问题 存在 唯一 解 并 且 连 续 依赖 于 问题 的 边 值 
(和 初 值 )。 

(2) 简化 问题 的 解 在 有 界 计 算 区 域 上 等 于 原 问题 的 解 ， 或 者 简化 问题 的 解 是 
原 问题 的 解 在 有 界 计算 区 域 上 的 一 个 很 好 的 近似 。 

(3) 为 了 实现 减少 计算 量 和 节省 内 存 的 目标 有 界 计算 区 域 应 尽 可 能 地 小 。 

(4) 有 界 计算 区 域 上 的 简化 问题 易于 数值 求解 。 

沿 着 这 个 方向 出 现 了 大 量 的 研究 成 果 。Engquist and Majda (1977) 应 用 有 
理 逼 近 对 波动 方程 得 到 了 吸收 人 工 边 界 条 件 。Han and Ying (1980) 研究 了 二 维 
Laplace 方程 外 问题 的 数值 解 ， 引 进 圆 周作 为 人 工 边界 ， 应 用 Hilbert 变换 方法 
求解 积分 方程 得 到 了 在 圆周 人 工 边界 上 Laplace 方程 外 问题 的 准确 人 工 边界 条 
件 , 即 在 圆周 人 工 边界 上 给 出 了 原 问 题 的 解 满足 的 Steklov-Poincare 映射 (也 称 
为 Dirichelet to Neumann 映射 )。Feng (1980), Feng and Yu (1983) 讨论 了 二 维 
Laplace 方程 和 Helmholtz 方程 内 外 问题 的 数值 解 , 应 用 Green 函数 方法 在 圆周 
人 工 边 界 上 得 到 了 原 问题 的 解 满足 的 准确 人 工 边 界 条 件 (用 超 奇 异 积分 表示 , X 
献 中 称 此 方法 为 自然 边界 方法 (Natural Boundary Method))。Goldstein (1982) 
研究 了 某 些 Helmholtz 型 方程 在 无 界 区 域 上 的 数值 解 ， 得 到 了 将 原 问 题 简化 为 
有 界 计算 区 域 上 问题 的 人 工 边 界 条 件 。Feng (1984) 研究 了 Helmholtz 方程 的 外 
问题 , 获得 了 Helmholtz 方程 外 问题 的 渐进 近似 人 工 边界 条 件 , 这 是 一 组 局 部 的 
人 工 边界 条 件 。Han and Wu (1985-A, 1985-B, 1992) 在 圆周 人 工 边界 上 对 二 维 
Laplace 方程 和 二 维 弹性 方程 组 的 外 问题 应 用 傅 里 叶 级 数 得 到 了 级 数 形式 的 准确 
人 工 边界 条 件 。 很 自然 地 对 无 穷 级 数 进 行 截断 可 得 到 一 系列 各 种 精度 的 近似 人 工 
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边界 条 件 , 这 是 一 类 整体 ( 非 局 部 ) 人 工 边界 条 件 , 它 可 与 有 限 元 方法 很 自然 地 进 
行 耦合 。 应 用 高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 可 以 避免 计算 ( 超 ) 奇异 积分 。Yu 
(1985) 也 得 到 了 二 维 Laplace 方程 外 问题 的 级 数 形式 的 准确 人 工 边界 条 件 ， 同 
时 Han and Wu (1985-A), Yu (1985) 也 给 出 了 二 维 Laplace 方程 外 问题 的 一 系 
列 各 种 精度 的 局 部 人 工 边界 条 件 。Hagstrom and Keller (1986, 1987) 讨论 了 无 
限 长 柱 体 上 偏 微分 方程 的 数值 解 , 将 无 限 长 柱 体 截断 为 有 限 长 柱 体 , 在 其 上 下 截 
面 上 得 到 了 人 工 边界 条 件 ; 进一步 将 这 类 人 工 边界 条 件 应 用 于 求解 无 限 长 柱 体 上 
非 线性 偏 微分 方程 的 数值 解 (在 有 限 长 柱 体外 的 区 域 上 将 非 线性 偏 微分 方程 线性 
化 )。Halpern and Schatzman (1989) 研究 了 带 小 粘性 系数 的 非 定 常 二 维 Oseen 
方程 组 ， 在 直线 人 工 边界 上 得 到 了 一 组 局 部 人 工 边界 条 件 。Nataf (1989) 分 析 
了 定常 Oseen 方程 组 , 在 直线 段 人 工 边 界 上 获得 了 开 边界 条 件 (open boundary 
condition)。Keller and Givoli (1989) 研究 了 Laplace 方程 和 Helmholtz 方程 的 
外 问题 , 得 到 了 级 数 形式 的 整体 ( 非 局 部 ) 人 工 边界 条 件 。 


进入 20 世纪 90 年 代 后 , 人 工 边 界 方法 的 研究 到 达 一 个 快速 发 展 的 阶段 。 研 
究 领 域 迅速 扩展 , 逐步 涉及 多 个 科学 与 技术 领域 中 出 现 的 重要 的 偏 微分 方程 (组 )， 
例如 : 对 二 维和 三 维 Navier (线性 弹性 ) 方程 组 ，Stokes 方程 组 ，Oseen 方程 组 
都 得 到 了 准确 的 人 工 边界 , 对 声波 方程 , Klein-Gordon 方程 , Schr5dinger 方程 ， 
弹性 波 方程 组 ， 电 磁 波 方程 组 等 波动 方程 (组 ) 已 获得 了 完全 吸收 的 人 工 边界 条 
件 。 最近 几 年 人 们 对 无 界 区 域 上 的 非 线性 偏 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 给 予 特别 的 关 
注 , 对 某 些 非 线 性 偏 微分 方程 , 如 Burgers 方程 , 描述 薄膜 生长 的 Kardar-Parisi- 
Zhang (K-P-Z) 方程 ,一 维 三 次 非 线性 Schrodinger 方程 ， 非 线性 Korteweg-de 
Viies 方程 等 都 得 到 了 准确 的 非 线性 人 工 边 界 条 件 (Han, Wu and Xu (2006), Xu, 
Han and Wu (2006), Zheng (2006-A), Zheng (2006-B))。 同 时 人 们 对 多 种 非 线性 
波 问题 得 到 了 各 种 近似 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 (例如 Szetlel (2006-A, 2006-B)， 
Xu and Han (2006), Xu, Han and Wu (2007))。 寻找 和 构造 人 工 边界 条 件 的 技巧 
和 方法 呈现 多 样 化 的 发 展 趋势 , 并 日 趋 成 熟 。 人 工 边界 方法 在 科学 技术 的 众多 领 
域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

人 工 边界 条 件 可 分 为 显 式 人 工 边界 条 件 和 隐 式 人 工 边界 条 件 两 大 类 。 ERA 
工 边界 条 件 又 可 分 为 整体 人 工 边界 条 件 , 局 部 人 工 边界 条 件 和 离散 人 工 边界 条 件 
三 个 小 类 。 整体 人 工 边界 条 件 一 般 是 在 人 工 边 界 上 由 包含 未 知 函 数 及 其 微 商 的 积 
分 等 式 给 出 , 大 多 数 问题 的 准确 人 工 边界 条 件 都 是 整体 人 工 边 界 条 件 。 在 实际 计 
算 中 应 用 整体 人 工 边界 条 件 需要 较 大 的 计算 量 和 内 存 , 特别 对 发 展 方程 在 实际 计 
算 中 需要 存储 计算 时 刻 以 前 的 所 有 历史 数据 。 对 长 时 间 的 计算 问题 ， 由 于 计算 量 
和 内 存量 过 大 必须 研究 快速 算法 。 对 无 界 区域 上 椭圆 型 偏 微分 方程 的 数值 求解 ， 


-4 人 工 边 界 方法 一 一 无 界 区域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


整体 人 工 边 界 条 件 常常 是 一 个 很 好 的 选择 。 它 可 以 很 自然 地 与 有 限 元 方法 耦合 
在 一 起 。 局 部 人 工 边界 条 件 通常 是 由 包含 未 知 函数 及 其 微 商 在 人 工 边界 上 的 等 式 
给 出 。 在 一 般 情况 下 局 部 人 工 边界 条 件 仅 仅 是 原 问题 的 准确 人 工 边界 条 件 的 近似 
(一 维 声波 方程 是 一 个 例外 ,， 它 的 准确 人 工 边界 条 件 是 局 部 人 工 边 界 条 件 )。 如果 
选用 高 精度 的 局 部 人 工 边 界 条 件 , 则 局 部 人 工 边界 条 件 中 将 出 现 未知 函 数 的 高 阶 
微 商 , 这 给 数值 计算 带 来 了 新 的 困难 。 局 部 人 工 边界 条 件 经 常 被 应 用 于 线性 和 非 
线性 波 方程 的 数值 计算 。 有 时 可 直接 将 原 问题 在 无 界 的 物理 区 域 上 进行 离散 化 ， 
找 出 无 界 物理 区 域 上 的 离散 (数值 ) 解 在 人 工 边界 上 满足 的 条 件 , 然后 可 得 到 有 
界 计算 区 域 上 的 离散 化 问题 。 我 们 称 这 类 离散 (数值 ) 解 在 人 工 边 界 上 满足 的 边 
界 条 件 为 离散 人 工 边界 条 件 。 隐 式 人 工 边界 条 件 是 由 包含 未 知 函 数 及 其 微 商 在 人 
工 边界 上 的 隐 式 积分 等 式 给 出 , 大 多 数 情 况 它 直接 来 源 于 边界 元 与 有 限 元 方法 的 
耦合 公式 。 隐 式 人 工 边界 条 件 的 最 大 优点 是 对 人 工 边 界 的 形状 没有 任何 限制 。 在 
实际 问题 中 有 时 为 了 突出 所 选用 人 工 边 界 条 件 的 某 种 特殊 性 质 , 也 赋予 它们 不 同 
的 名 称 , 例如 : 吸收 人 工 边界 条 件 , 无 反射 人 工 边 界 条 件 ， 开 边界 条 件 ， 透 明 人 
工 边界 条 件 , 完全 吸收 入 工 边 界 条 件 , 非 线 性 人 工 边界 条 件 等 。 

在 人 工 边界 方法 快速 发 展 的 同时 ， 人 工 边界 方法 的 数学 基础 和 理论 分 析 也 
逐步 建立 了 起 来 。 对 于 二 阶 椭圆 型 方程 ，Navier ( 线 弹 性 ) 方程 组 和 Stokes Jy 
程 组 外 问题 ， 得 到 了 人 工 边界 方法 数值 解 的 最 优 误差 估计 。 进 一 步 给 出 了 误差 
对 网 格 的 尺度 ， 人 工 边界 的 位 置 ， 人 工 边界 条 件 精度 的 依赖 关系 。 对 热传导 方 
F, Schrödinger 方程 等 发 展 方程 的 人 工 边界 方法 ,得 到 了 差分 数值 近似 解 的 误 
差 估计 。 

作者 在 多 年 研究 工作 的 基础 上 同时 汲取 其 他 专家 的 研究 成 果 写 成 本 书 。 本 书 
系统 地 介绍 了 人 工 边界 方法 的 计算 格式 及 其 理论 基础 。 它 可 以 作为 科学 与 工程 计 
算 专业 研究 生 课程 的 教材 , 亦 可 以 作为 科学 与 工程 计算 专业 科学 技术 人 员 的 参考 
书 。 


第 1 章 二 阶 椭圆 型 方程 外 问题 的 整体 
人 工 边 界 条 件 


在 这 一 章 中 我 们 讨论 典型 的 二 阶 椭圆 型 方程 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 。 


1.1 二 阶 椭圆 型 方程 的 外 问题 


BE No C R"(n = 2,3) 为 一 个 有 界 开 区 域 , 其 边界 了 满足 Lipschitz 条 件 。 
令 N = R"\f2 为 无 界 的 外 区 域 , 其 边界 亦 为 ,在 外 区 域 Q 上 考虑 下 面 二 阶 线 
性 椭圆 型 方程 的 边 值 问 题 : 


—Au+ u= f(z), Vz € Q, (1.1.1) 
ulr = g(a), (1.1.2) 
4 |z| 一 oo 时 , u 满足 适当 的 无 穷 远 条 件 ， (1.1.3) 


其 中 B 为 已 知 常数 ，f(z) 和 g(x) DHA QAT 上 的 已 知 函 数 , 并且 f(x) 的 
支 集 是 紧 的 , 即 存在 Ro > 0, 使 Supp{f(z)} c Bo (Bo = {x | |z| < Ro}). 记 
To = {z | |z| = Ro), 不 妨 设 To c Q, 这 里 引进 的 区 域 2, 2, 及 其 相关 假设 , 在 
以 后 各 章 中 也 是 成 立 的 。 当 6 = 0 时 方程 (1.1.1) 就 是 著名 的 Poisson 方程 。 在 二 
维 与 三 维 情况 下 Poisson 方程 外 问题 在 无 穷 远 处 的 条 件 是 不 同 的 。 二 维 Poisson 
方程 外 问题 的 提 法 为 : 


—Au= f(z), Vr € 2, 
(1) ulr = 9(z), 
当 |z| 一 oo 时 , u AF. 


三 维 Poisson 方程 外 问题 有 两 种 不 同 的 提 法 : 


—Au= f(z), Vz € Q, 
(II) ulr =9(2), 
当 |z| — oo 时 , u 一 0. 


.6. 人工 边界 方法 一 一 无 界 区域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


—Au= f(z), Vr € Q, 
am ulr = g(z), 


Os, Np Ro: 
r, On 


其 中 , T, = {2 | lel =p}, £ RR u # [上 的 外 法 向 微 商 。 
当 有 为 非 零 实数 时 ， 方 程 (1.1.1) 被 称 为 修正 的 Helmholtz 方程 。 修 正 的 
Helmholtz 方程 外 问题 (n = 2,3) 的 提 法 为 ， 


—Au+ Bu = f(x), Vr € Q, 
av) ulr = (x), 
当 |x| 一 oo}, u — 0. 


当 6 为 纯 虚 数 时 , BD 8 = ik (k 是 正 实数 ), 方程 (1.1.1) 被 称 为 Helmholtz 
方程 。Helmholtz 方程 无 穷 远 处 的 条 件 为 Sommerfeld 辐射 条 件 ， 它 的 外 边 值 问 
题 的 提 法 为 : 


—Au—ku= f(z), Vz € 2, 
(V) ulr = g(z). 
& _iku= o[ 1 


ðr ra 


). r 一 oo. 


其 中 r= |z|。 

上 述 五 个 二 阶 椭圆 型 方程 边 值 问题 都 是 定义 在 无 界 的 外 区 域 Q 上 。 在 函数 
F(x), g(x) 满足 一 定 光滑 性 条 件 下 ,问题 (1 )~(V) 都 是 适 定 的 。 它 们 描述 的 是 
科学 与 工程 计算 中 常 遇 到 的 问题 , 都 具有 很 强 的 物理 和 工程 背景 。 为 了 克服 区 域 
的 无 界 性 给 这 些 问题 的 数值 求解 带 来 的 本 质 性 困难 ， 在 物理 区 域 Q 上 引进 人 工 
边界 , 例如 在 上 述 问题 中 可 取 人 工 边界 为 : 


Tr = {x | |z| = R}, (1.1.4) 


其 中 R> Ro 为 一 正 实数 ，TR C Q 。 在 二 维 情况 下 TR 是 以 原点 为 中 心 ， 民 为 
半径 的 圆周 ; 在 三 维 情况 下 Fa 是 以 原点 为 中 心 ，RR 为 半径 的 球面 。 在 实际 应 用 
时 ， 人 工 边界 也 可 取 为 多 边 形 的 边界 (二 维 问题 ), 或 多 面体 的 表面 (三 维 问题 )。 
人 工 边界 Tk 将 区 域 Q 分 割 为 两 部 分 , 无 界 区 域 N = (= | |z| > R) 和 有 界 的 
计算 区 域 Q, = 0\R2。。 有 界 计算 区 域 Qi 的 边界 为 ƏQ, = UTR。 对 给 定 的 问题 
如 果 我 们 能 在 人 工 边界 TR 上 找 出 未 知 函 数 u(z) 满足 的 准确 的 边界 条 件 或 者 构 
造 出 “合适 的 ”近似 人 工 边界 条 件 , 我 们 可 以 将 定义 于 无 界 区 域 Q 上 的 边 值 问题 
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归 化 为 定义 于 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 值 问 题 , 并 在 有 界 计算 区 域 Q, 上 求 其 数 
值 解 。 这 是 人 工 边界 方法 求解 无 界 区 域 上 偏 微分 方程 数值 解 的 基本 过 程 。 下 面 通 
过 二 维 Poisson 方程 的 外 问题 (1 ) 对 这 个 过 程 进行 进一步 的 说 明 。 对 于 引进 的 
人 工 边界 Pa, 如 何 找 出 未 知 函数 u(x) 在 TR 上 满足 的 准确 的 边界 条 件 或 者 “ 合 
适 ”的 近似 人 工 边 界 条 件 ? 一 个 自然 的 想法 是 将 未 知 函数 在 无 穷 远 处 满足 的 边界 
条 件 移 到 人 工 边界 Tr E. 在 问题 (1) 中 无 穷 远 处 的 条 件 是 当 7 = |x| 一 co 时 
ul) 有 界 。 由 于 在 无 穷 远 处 的 界 是 待定 的 , 不 能 直接 将 这 个 条 件 移 置 到 人 工 边界 
上 。 从 偏 微 分 方程 的 理论 知道 问题 (1 ) 的 解 v(z) 在 无 穷 远 处 满足 : 

` lim Ou 


im 5, = 0. (1.1.5) 
将 条 件 (1.1.5) 移 置 到 人 工 边界 TR E, 我 们 得 到 Fa 上 的 一 个 人 工 边界 条 件 : 
Ou 
Bley = 0. (1.1.6) 


其 中 n 表示 区 域 Qi 在 Tr 上 的 单位 外 法 向 量 。 
应 用 边界 条 件 (1.1.6) 可 将 问题 (1 ) 简化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 值 问题 : 
—Au; = f(z), Vr € Q, 
(li) uilr = 9(2), 


Tr 
下 面 我 们 检查 一 下 条 件 (1.1.6) 是 否 满足 “合适 的 ”人 工 边 界 条 件 的 基本 要 
求 。 从 偏 微 分 方程 的 理论 可 知 简化 问题 ( 1;) 存在 唯一 的 解 wi(z)， 并 且 解 wi(z) 
对 已 知 函 数 f(z),g(z) 是 连续 依赖 的 ， 因 而 条 件 (1.1.6) 满足 绪论 中 提出 的 第 一 
个 基本 要 求 。 进一步 考察 简化 问题 的 解 ui(z) 在 区 域 Q, 是 原 问题 的 解 v(z) 的 一 
个 “很 好 ”的 近似 吗 ? 从 下 面 例子 可 以 看 出 wi(z) 在 Q, 上 仅 是 ula) 的 一 个 很 粗 
糙 的 近似 。 在 问题 ( 1 ) PRT = {z | |z| = 1), f(z)= 0, g(x) = 1 一 cos6,， 这 
里 (r,0) 为 极 坐标 ,此 时 问题 ( I ) 的 解 为 : 
u(z) =1- 


Tı 
z? + z3' 


对 应 的 简化 问题 ( Li) 的 解 为 : 


R22, ez 
(R? +1)(z? +23) R2+1' 


u(x) 与 u(x) 在 Q, 上 的 误差 为 : 


u(x) =1— 


E(z) = u(z) — w.(z) = eS eT +e 


“8 人 工 边 界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


误差 E(x) 在 Q, 上 满足 Laplace 方程 并 且 E(z)|r = 0, E(x) 在 ü, 上 的 最 大 值 
和 最 小 值 在 人 工 边 界 Ta 上 达到 。 我 们 可 得 误差 E(x) EQ, 上 的 最 大 模 为 : 


E(x)| = 1: 
max (z)| R> 


R?-1 
R(R? +1)’ 
原 问 题 的 解 ule) 在 Q, 上 的 最 大 模 为 : 

max |u(z)| 一 2. 

相对 误差 为 : 
R?-1 1 
e= IREF) = oR’ 

从 这 个 例子 可 以 看 出 应 用 人 工 边界 条 件 (1.1.6) 将 问题 (1) 进行 简化 ， 简 化 问 
题 ( 1i) 的 精度 依赖 于 人 工 边界 的 位 置 ; 要 得 到 高 精度 的 近似 解 ui(z)， 人工 边 界 
的 位 置 必 远离 坐标 原点 ， 也 就 是 说 有 界 的 计算 区 域 Q, 必须 很 大 ,这 仍然 需要 相 
当 大 的 计算 量 和 存储 量 。 因 而 将 原 问 题 的 解 在 无 穷 远 处 满足 的 条 件 简单 地 移植 到 
人 工 边 界 上 不 能 克服 区 域 的 无 界 性 给 数值 计算 带 来 的 本 质 困 难 。 人 工 边界 方法 的 
基本 思想 是 对 给 定 的 问题 通过 引进 入 工 边界 将 原 问题 简化 为 在 尽 可 能 小 的 有 界 
计算 区 域 上 进行 数值 计算 。 它 的 核心 技术 是 对 给 定 的 问题 在 人 工 边界 上 如 何 找 出 
原 问 题 的 解 满足 的 准确 边界 条 件 或 设计 出 高 精度 的 近似 人 工 边界 条 件 。 本 书 将 系 
统 地 介绍 人 工 边界 方法 的 核心 技术 , 它 的 数学 基础 及 其 在 科学 与 工程 计算 中 的 应 
用 。 


1.2 —#E Poisson 方程 外 问题 的 整体 人 工 边 界 条 件 
我 们 考虑 问题 (1): 


—Au= f(x), Vr € Q, (1.2.1) 
ulr = g(7), (1.2.2) 
当 |z| 一 oo 时 , u AF. (1.2.3) 


引进 人 工 边 界 Ta = (z | |z| = R}, R > Ros TR 将 2 分 割 为 有 界 的 计算 区 域 2; 
和 无 界 区 域 N. (MLPA 1-1)。 无 界 区 域 2。 是 一 个 很 规则 的 区 域 ， 它 是 以 原点 为 中 
D, R 为 半径 的 圆 盘 的 外 部 。 问 题 (1.2.1)~(1.2.3) 的 解 在 Q, 上 满足 : 


—Au= f(z), Vz e Q, (1.2.4) 


ulr = g(x), (1.2.5) 
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TA 


图 1-1 无 界 区 域外 问题 


在 f 上 满足 : 
-Au = f(z), Vz € Qe, (1.2.6) 
4 |z| 一 oo 时 , u AF (1.2.7) 
在 人 工 边 界 TR 上 满足 连续 性 条 件 : 
lulra =0, (1.2.8) 
Ou 
[Z =0. (1.2.9) 


虽然 问题 (1.2.4)~(1.2.5) 和 问题 (1.2.6)~(1.2.7) 分 别 定 义 在 区 域 OQ, 和 Ne E 
但 其 中 的 每 一 个 问题 的 提 法 都 是 不 完全 的 , 不 能 分 别 在 有 界 的 计算 区 域 2; 和 无 
界 区 域 Ne ERM. 为 了 能 够 在 有 界 的 计算 区 域 Q, 上 对 原 问题 独立 进行 求解 , 我 
们 需要 研究 在 人 工 边 界 上 原 问题 的 解 u(z) 满足 的 边界 条 件 。 


1.2.1 Laplace 方程 外 问题 的 Steklov-Poincaré 映射 
考虑 问题 (1.2.6)~(1.2.7), WR u 在 人 工 边界 上 的 值 u(R,0) 已 知 , BD: 
ulra = u(R, 6). (1.2.10) 


W Laplace 方程 外 问题 (1.2.6)，(1.2.7)，(1.2.10) 存在 唯一 解 u(7,9)， 对 给 定 的 
u(R,0), u(r,0) 可 以 表示 为 下 面 的 傅 氏 级 数 : 


TOE ESNE ) (an cosn0 + bn sin n6), R<r< eo, (1.2.11) 


其 中 ， 


1 


2x 
ag= =f u(R,p)cosngdy, n=0,1,2,---, (1.2.12) 
0 
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2r 
bn = =f u(R,y)sinngdy, n=1,2,---, (1.2.13) 
0 
在 人 工 边界 Ta E: 
ðu Sn 
pam 二 一 — (an cosné + bn sin n0). 
or lrg > R” I 


将 an,bn 的 表达 式 (1.2.12)~(1.2.13) 代入 上 式 得 : 


Flam > Z [Roosna -pap 
三 Si(u|ra). (1.2.14) 
对 上 式 分 部 积分 可 得 : 
a -Eh Pease o 
Ë = Salira). (1.2.15) 
Zu 1. -È = lš — cosn(0 一 p)dp 
三 53(ulra). (1.2.16) 


公式 (1.2.14)，(1.2.15)，(1.2.16) 是 等 价 的 ， 它 们 是 Laplace 外 问题 Steklov- 
Poincaré 映射 的 级 数 形式 。 由 等 式 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, p.44) 


2y ant — In2(1 — cos0) = fo(0), (1.2.17) 


可 得 到 fo(9) 的 一 阶 , 二 阶 广义 微 商 : 


dfo(0) _ 0 
a = cotz» (1.2.18) 
dfol0) _ _1 
a0 = Dante (1.2.19) 


应 用 等 式 (1.2.17), Steklov-Poincaré 映射 的 级 数 形式 可 以 表示 为 下 面 的 积分 形 
式 : 


Əu| _ Əu(R,0) _ Ə2 = ¥) 4 
zoe = caf In(1 一 cos(g — p) Pay 
= Sa(ulra)- (1.2.20) 
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进一步 通过 分 部 积分 可 得 : 


dul __ 1 f? (Op) du(R,¢) 
Or lr ~~ mR [ OF 2 op dp 
= Ss(u|rr). (1.2.21) 
ðu 1 ag 1 
= R,y)d 
Or|p, 20k J 2sin? K) u(R, p)dy 
三 Se(u|rn). (1.2.22) 


事实 上 我 们 得 到 了 Laplace 方程 外 问题 的 Steklov-Poincaré 映射 的 六 个 等 价 形式 : 
R (1.2.14)~(1.2.16) 和 式 (1.2.20)~(1.2.22)， 即 对 任 给 的 u(R,0) € H-1/2(Ta) 
在 2。 上 求解 外 问题 (1.2.4)~(1.2.6) BH: 


du) _ Ou(R,0) _ 4 

Or\p_, or eH s(Ta), 

ðu š 

ria Si(ulra), gj =1,2,--- ,6, (1.2.23) 


其 中 H1/2(TR) 和 H-'/?(Pp) 是 定义 于 TR 的 Sobolev 空间 (Adams, 1975). 
公式 (1.2.22) 由 冯 康 (1980) 和 余 德 浩 (1983) 用 Green 函数 方法 给 出 。 韩 厚 德 
和 应 隆安 (1980) 应 用 Hilbert 变换 求解 积分 方程 得 到 了 公式 (1.2.20)~(1.2.21)。 
公式 (1.2.14)~(1.2.16) 由 韩 厚 德 和 巫 孝 南 (1985-A) 给 出 , 同时 余 德 浩 (1985) 也 
得 到 了 公式 (1.2.14)。 四 年 以 后 Givoli 和 Keller (1989) 又 得 到 了 公式 (1.2.14)。 
他 们 称 公 式 (1.2.14) 为 DtN BRAY (Dirichlet to Neumann Mapping). 
Steklov-Poincaré 映射 (1.2.23) 就 是 我 们 寻找 的 外 问题 (1 ) 的 解 w(z) 在 人 工 
边界 上 严格 满足 的 边界 条 件 , 应 用 其 中 任何 一 个 都 可 以 将 外 问题 (1) 等 价 地 简化 
为 有 界 区 域 Q 上 的 边 值 问题 。 边界 条 件 (1.2.20) 包含 带 弱 奇 性 核 的 积分 , 边界 条 
件 (1.2.21) 包含 Cauchy 型 积分 , 边界 条 件 (1.2.22) 包含 带 强 奇 性 核 的 积分 , 边界 
AME (1.2.14)~(1.2.16) 包含 无 穷 级 数 。 这 些 都 给 有 界 计算 区 域 Wi 上 简化 边 值 问 
题 的 数值 计算 带 来 新 的 困难 , 即 需要 处 理 奇异 积分 或 者 无 穷 级 数 。 在 实际 计算 时 ， 
可 在 准确 边界 条 件 (1.2.14)~(1.2.16) 的 右 端 级 数 中 选取 有 限 项 (例如 前 面 N 项 ) 
作为 近似 。 这样 我 们 就 得 到 了 一 系列 高 精度 近似 人 工 边 界 条 件 (N = 0, 1, 2,…): 


ðu N n pe 
r r x oR f u(R.e)cosn(0 — y)dy 

Tr n=1 

=SF (ulra). (2:24) 
N 2x 

ðu 1 Əu(R, 3 
= a Sy a i a p) sinn(0 — p)dy 

Ta n=1 
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=S (ulra). (1.2.25) 
du N 1 [7 du(R,y) 
| > anR J Op? we Vide 

=S(ulrp)- (1.2.26) 


对 于 同一 个 正 整数 N， 人 工 边界 条 件 (1.2.24)，(1.2.25) 和 (1.2.26) 是 相互 等 价 
的 。 


1.2.2 ”有 界 计算 区 域 Qi 上 的 简化 边 值 问题 


应 用 人 工 边 界 PR 上 的 准确 边界 条 件 (1.2.16) (或 者 (1.2.14)，(1.2.15)， 
(1.2.20)~(1.2.22)), 可 将 问题 (1) 简化 为 有 界 计算 区 域 Qi 上 的 等 价 边 值 问题 : 


—Au= f(z), Vr e 2, (1.2.27) 
ulr = 9(z), (1.2.28) 
oe 了 = Ss(u|r.)- (1.2.29) 


应 用 人 工 边界 条 件 (1.2.26)， 在 有 界 计 算 区 域 Q, 上 得 到 近似 的 简化 边 值 问 


题 : 
—AuN = f(z), Vz € fh, (1.2.30) 
uN|p =9(z), (1.2.31) 
du 
Bln SY (uN |rp)- (1.2.32) 


从 1.2.1 节 的 推导 中 可 知 如 果 u(z) 是 问题 (1.2.1)~(1.2.3) 的 解 , MJ u(z) 在 (à 上 
的 限制 是 边 值 问题 (1.2.27)~(1.2.29) 的 解 。 为 了 进一步 讨论 边 值 问题 (1.2.27)— 
(1.2.29) 的 唯一 性 和 近似 边 值 问题 (1.2.30)~(1.2.32) 的 适 定性 , 在 O, 上 引进 辅 
助 函数 uo(x) o wo(z) 由 下 面 边 值 问题 定义 : 


一 Auo = f(z), Vr EM, (1.2.33) 
uo[r = 9(2), (1.2.34) 
uolrr = 0. (1.2.35) 


对 于 已 知 g e 五 /2(T)， 边 值 问 题 (1.2.33)~(1.2.35) 存在 唯一 的 解 vo(z) € 
H! (Ai), 这 里 He(0,), HP (T) (a, 8 为 实数 ) 表示 通常 的 Sobolev 空间 (Adams, 
1975) 3E h = Zi ry € HN (Tp) 并 且 存在 一 个 常数 C > 0, 使 
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lIh||-1/2 ra < Cllgllyya,r: 


w(x) = u(x) — uo(z), 
uN (z) = u (z) — uo(a), 


由 边 值 问题 (1.2.27)~(1.2.29) 和 (1.2.30)~(1.2.32) 可 知 : 


w(x) WE: 
-Au = f(z), Vr ER, (1.2.36) 
taln=0, (1.2.37) 
oe „T Salta) 一 (1.2.38) 
w (a) 满足 : 
—AuN = f(z), Vr € 1, (1.2.39) 
wjr =0, (1.2.40) 
a N 
= LS SN(w' |r) — h. (1.2.41) 
4: 


Vo = {v | v E€ H (Q), vlr = 0), 
Vo Æ H! (Q) 的 子 空间 。 边 值 问题 (1.2.36)~(1.2.38) 等 价 于 变 分 问题 : 
{ R wEV, 使 


(1.2.42) 
a(w,v) +b(w,v) = (f,v)+ < h,u >, W E€ W. 
边 值 问题 (1.2.39)~(1.2.41) 等 价 于 变 分 问题 : 
Rw am (1.2.43) 
a(w’ u) +bn(w,v) = (f,v)+ < h,u>, vveW. 


其 中 ， 
a(w,v) = Í Vw + Vudz, 


22 ana ) Ov(R,0) 
b(w, v) SN E cos n(@ 一 AY, a dydé, 


bn (w, v) -D4 = Ef cosn(0 一 ye ç) 2ra, of, 6) 4 edd, 
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(= | fa, 


<h,v =] hudz. 
Tr 


对 于 定义 于 Vo x Vo 的 双 线 性 形式 a(w,v), b(w,v), by(w.v) 有 下 面 结果 成 立 : 
引 理 1.2.1 
(i) a(w,v) 是 定义 于 Vo x Vo 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 并 且 是 强制 的 , 即 存在 正 
常数 A, a 使 
la(w,v)| < Allu|| o. || Q, Vw,ve Vo, (1.2.44) 
a(v,v) > alvll? a, Vu € Vo. (1.2.45) 
(ii) b(w,v) 和 by(w,v) 是 定义 于 Vo x Vo 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 ， 即 存在 正 
常数 B. 使 


[b(w,v)| < Bllwlhi allele, Vw,v € Vo, (1.2.46) 
|bw(w,v)| < Bllwlli a llvlli, o Vw. € Vo, (1.2.47) 
并 且 ， 
b(v,v) 20, bn(v,v)>0, ve W. 
WERA 


G) 由 a(w,v) 的 定义 可 知 a(w,v) 是 定义 于 Vo x Vo 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 
而 且 常数 A WH 1. atv, v) 是 空间 H(A) 上 的 半 模 , 在 其 子 空间 Vo 上 
Vale, 5] 是 一 个 等 价 模 , 由 此 可 知 (1.2.45) 成 立 。 

(ii) 为 了 研究 双 线性 形式 b(w,v) 和 bn(w,v) 的 性 质 , 我 们 首先 讨论 Sobolev 空间 
H (Dar) 的 一 个 等 价 模 定义 , 其 中 s > 0 为 实数 。 对 任意 we Hs(TR), w 是 
定义 于 圆周 PR 的 周期 函数 。 我 们 可 将 w 展开 为 下 面 的 傅 氏 级 数 : 


w= T + >e. cos né + bn sin nð). (1.2.48) 
w 属于 H°(T'a) 的 充分 必要 条 件 是 w 的 傅 氏 系数 满足 : 
= Deed +02) < co. (1.2.49) 


由 条 件 (1.2.49) 可 以 给 出 空间 HS (De) 的 一 个 等 价 模 与 对 应 的 半 模 (Lions, 1971): 


1/2 
y y 
lwlls re = {2 +》 n” (a + w) , Yw € H*(p), (1.2.50) 
n=1 
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oo 1/2 
|w|。ra = (Ee eke w) , Wwe Hs(TR). 
n=1 


对 任意 w,u € Vo 我 们 讨论 双 线 性 形式 b(w,v) 和 bn(w,v)。 将 wro Urre 展开 
为 下 面 傅 氏 级 数 : 


oo 


vw(R,y) = 7 + > (on cosny + bn sin ng), 


n=1 


> 
v(R,0) = 3 + len cos n + dn sin n0). 
n=1 


在 上 式 中 分 别 对 p,9 求 导数 得 到 : 
= Yo n(-an sinny + bn cos ny), 


n=1 


Ow(R, p) 
Op 


Ov(R,0 Š i 
200) = YF n(-en sin nd + dn cos nd). 


n=1 


HERRA b(w,v) 和 bn(w,v) 的 表达 式 可 得 : 


b(w,v) = xY n(ancn + bndn), (1.2.51) 
“h 

by(w,v) = x) n(ancn + bndn). (1.2.52) 
n=1 


应 用 Cauchy 不 等 式 我 们 得 到 : 


oo 1/2 r oo 1/2 
[b(w, v)| <x [= n(as + “| [= n(az, + 加 


n=1 
==l|u|i/2,ralu|i/2,ra" 
由 迹 定理 (Adams, 1975) 可 知 存在 一 个 常数 C1 > 0, 使 
llwlli/2,rr <Cillwllio, Yw € Vo. 


由 上 式 直 接 可 得 不 等 式 (1.2.46), 其 中 常数 B = rC?。 类 似 地 , FER (1.2.47) 也 
成 立 。 

由 b(w,v) 和 by(w,v) 的 表达 式 (1.2.51) 和 (1.2.52) 立即 得 到 b(v,v) > 0, 
bn(v,v) > 0,Yu € Vo。 引 理 证 毕 。 . 

应 用 引 理 1.2.1 和 Lax-Milgram 定理 (Ciarlet, 1977) 我 们 得 到 : 

定理 1.2.1 feH (A), g e H1/2(T) W 
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(i) 变 分 问题 (1.2.42) 存在 唯一 解 w E Vo, 并 且 ， 

lwli a < CIF- + llgllyz,r}, 
(ii) 变 分 问题 (1.2.43) 存在 唯一 解 wN € Vo, 并 且 ， 

lw” Ilio < CUF- + olla,r}, 


其 中 C > 0 是 一 个 不 依赖 于 N 的 常数 . . 
由 定理 1.2.1 的 结果 可 知 简化 边 值 问题 (1.2.27)~(1.2.29) 的 解 存 在 且 唯 一 ， 
而 它 与 原 问题 (1.2.1)~(1.2.3) 是 等 价 的 ， 即 问题 (1.2.1)~(1.2.3) 的 解 v(z) 在 有 
界 计算 区 域 OQ, 上 的 限制 就 是 简化 问题 (1.2.27)~(1.2.29) 的 唯一 解 。 从 定理 1.2.1 
中 也 可 知道 有 界 计算 区 域 OQ, 的 近似 简化 边 值 问题 (1.2.30)~(1.2.32) 是 适 定 的 。 


1.2.3 ”近似 简化 边 值 问题 (1.2.30)~(1.2.32) WARTE E 


为 了 叙述 上 的 简便 ,在 这 一 节 中 假设 g 三 0, T 为 一 多 角形 的 边界 。 在 此 条 
件 下 边 值 问题 (1.2.27)~(1.2.29) 和 简化 边 值 问题 (1.2.30)~(1.2.32) 分 别 等 价 于 
下 面 的 变 分 问题 : 


{ Rue vo, te (1.2.53) 
a(u,v) + (u,v) = (f,v), Vu € Vo. 

RuN E Vo, 使 
| afu o) + by (u,v) = (fiu), Ww € Vo. penn 


为 了 构造 Vo 的 有 限 元 子 空间 , 对 区 域 O, 进行 正则 三 角 剖 分 (Ciarlet, 1977). H 
于 圆周 Pa 是 Q, 的 边界 的 一 部 分 , 对 Q, 进行 剖 分 后 得 到 的 三 角形 单元 中 有 一 
部 分 是 曲 边 三 角形 单元 , 记 In 为 所 有 三 角形 单元 组 成 的 集合 。 Tn WE: 
(i) 
h= (Uren K) U (Uren k), 
其 中 K 为 三 角形 单元 , K 为 曲 边 三 角形 , 它 的 一 条 曲 边 在 人 工 边界 Ta 上 。 
(ii) 
hx <o, VK,K € Z, 
PK 
其 中 o > 0 为 一 常数 , hk 为 三 角形 单元 的 直径 , pk 为 三 角形 单元 的 内 接 圆 
的 直径 , 并 且 


h= max {hx}. 
K,KETh 
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ERR Q, 上 引进 Vo 的 有 限 元 子 空间 V; 
V? = (v | v € W; vle 和 vg 是 线性 函数 ,YK, K c Ty}. 
在 变 分 问题 (1.2.54) 中 用 V 代替 Vo 我 们 得 到 了 近似 简化 问题 的 有 限 元 逼近 ， 


{ Run evh, 使 


au eu) 十 bulup? v) =(f,v), Vu € V. 205) 


由 引 理 1.2.1 和 Lax-Milgram 定理 可 知 变 分 问题 (1.2.55) 存在 唯一 解 UNR, 
通过 数值 计算 可 得 wa。 在 实际 工程 应 用 中 , 总 是 用 4 全 近似 原 问题 (1.2.1)~ 
(1.2.3) HIW uo BBA u 与 uy 之 间 的 误差 有 多 大 ? 这 个 误差 如 何 依赖 于 有 限 元 
网 格 的 尺度 (h), 人 工 边界 条 件 的 精度 (N) 和 人 工 边界 的 位 置 (R)? 都 是 人 们 十 
分 关心 的 问题 。 我 们 在 论文 (Han and Wu, 1985-A ) 中 给 出 了 误差 一 un? xf 
h ALN 的 依赖 关系 , 但 是 误差 对 R (人 工 边界 的 位 置 ) 的 依赖 关系 隐藏 在 估计 
式 的 常数 中 , 没有 显 式 关系 。 在 论文 (Han and Bao, 2000) 中 , 我 们 进一步 得 到 
了 误差 u— un 对 R 的 依赖 关系 。 下面 的 主要 内 容 来 源 于 论文 (Han and Wu, 
1985-A) 和 论文 (Han and Bao, 2000)。 首 先 证 明 引 理 : 

引 理 1.2.2 ” 设 以 是 边 值 问 题 (1.2.1)~(1.2.3) 的 解 (其 中 g=0) 并且 ulr, € 
H*-1/2( 了 9),k > 1, 则 对 任意 o € V6， 下 面 估计 式 成 立 : 


1 N+1 
baw) — bu (we < yee (Re) uerth (256) 
证 明 RIIK ulr = u(Ro, 0) 展开 为 傅 氏 级 数 : 


u(Ro,0) = My sy (an cosn0 + bn sin n8). 


n=1 


HT u 是 边 值 问题 (1.2.1)~(1.2.3) 的 解 , 在 区 域 R2V Bo E u 满足 Laplace 方程 
Au = 0, 可 展开 为 下 面 的 级 数 : 


u(r,0) = =+ LG =)" (an cosn0 + b,sinn0), r> Ro. (1.2.57) 
对 于 任 给 ve Vo, 在 Ta E v 可 展 为 傅 氏 级 数 : 
v(R,0) = 2 + Y (cn cos nd + dn sinnd). (1.2.58) 
n=1 


将 (1.2.57), (1.2.58) 代入 b(u,v), by (u,v) 的 表达 式 (1.2.51)~(1.2.52) 我 们 得 
到 : 
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E a(B) enen + bnda) 


n=N+1 


1 Royin S Š 
SL ncn| + |bndn 
arene) > m oncal + lendal) 


ee 1/2 
j N+1 
<a (te) 


n=N+1 


Fa 1/2 
` ( Ss = +) 


n=N+1 
1 N+1 
N+ (3) lula,rolvhya, ra 
引 理 获 证 。 . 
引 理 1.2.3 ”对 任意 ve W, 下 面 的 迹 定理 成 立 : 


|b(u, v) — bn (u, v)| = x 


1 
blia pa < lehes Ye € Vo- (1.2.59) 


证 明 “对 任 给 函数 we Vo 在 BR = (z | |x| < R) bE LAK: 


则 函数 ó e FI(BR), 并 且 ， 


J a= f [Vi]? dz. 
NAi Bpr 


在 区 域 Ba 上 考虑 下 面 的 边 值 问题 : 
{ Av*(x)=0, Vz € Br, (1.2.60) 
u*(z) =v(z), Vr e Tr. 
边 值 问题 (1.2.60) 存在 唯一 解 , 并 且 ， 
J. verpass f Iwata = f: |vvl?dz. (1.2.61) 


应 用 v 在 Tr 上 的 傅 氏 级 数 展开 式 (1.2.58) 可 得 v* 的 级 数 表 达 式 : 


s*(,0) = 2 +E (5) (cn cosnd + dn sin n8). (1.2.62) 


第 1 章 ”二 阶 椭圆 型 方程 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 .19 . 


将 上 式 代入 不 等 式 (1.2.61) HEW, 我 们 得 到 : 
he FIORE 
-> Í a {T aa (2 + d2 )rdrd0 


nêr” 
-È E e + dar 


oo 
=n DS n(c2 +) 
n=1 
2 2 
=a" hare = nlu|i/2 ra: 


由 不 等 式 (1.2.61) 可 立刻 得 到 引 理 1.2.3 的 结论 。 . 
MPR u- ul” 有 下 面 的 估计 式 成 立 : 
定理 1.2.2 ” 设 忆 是 变 分 问题 (1.2.53) WA, u € Vo 并且 ulr, € H*-1/2(Iy), 
> 1, 则 下 面 的 误差 估计 成 立 : 


NR 7 1 Ro\ Nt 
he <3 hot Ora) Hzr 


(1.2.63) 
证 明 ”将 变 分 等 式 (1.2.53) 与 变 分 等 式 (1.2.55) 相 减 可 得 : 
a(u— up", v) +bn(u— up", v) = by(u,v) — blu,v), Vo € V. (1.2.64) 


对 任意 ve VP, 
NR NR) 


a(u—u NIR ,UV— uN R) <a(v— uN R yu B +bn(v- up" v u 
h h. h. 


=a(u — ud Ru 一 2 ) + by(u— uf Ry — uN R) 


+a(v—u,v—u, NR) + by(v— u,v — uR) (1.2.65) 


HF v- up? e Vit, 应 用 等 式 (1.2.64) 和 估计 式 (1.2.56) 可 得 : 
R y — Uy, NR) 十 pv(u 一 ul Ry ul Ry) 


N,R: 
h’) 


la(v — ul 
= |b(u, v — up R) by (u,v —u 
1 Ro N+1 
Swe 11 的 
应 用 双 线 性 形式 a(-,-), bul) 的 定义 , RER (1.2.52) 和 不 等 式 (1.2.59) 我 们 
得 到 : 


oun (1.2.66) 


lulk-1/2,ro 1/2,TR 
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Ja(v — u,v — ug?) + by(v — u, v —uN*)| < 2lv— hae 一 uf 


wel 
(1.2.67) 
综合 估计 式 (1.2.65)~(1.2.67), 即 有 : 
1 Ro\ N+ 
pour. Sas) lulk-172,ro t2le—ul a Wey. 
(1.2.68) 


再 应 用 三 角 不 等 式 , 得 到 如 下 估计 : 
| 人 <lu- vli o, 十 |v 一 up| 


1 Ro 
< (N+1)*-1 (a 
由 we Vi 的 任意 性 可 直接 得 到 定理 1.2.2 的 结论 , 即 估计 式 (1.2.63) 成 立 。 m 
从 估计 式 (1.2.63) 中 我 们 可 以 十 分 清晰 地 看 到 误差 u — uN 是 如 何 依赖 于 
有 限 元 网 格 的 尺度 (h), 人 工 边界 条 件 的 精度 (N) 和 人 工 边界 的 位 置 (R). 
推论 ”对 于 我 们 选用 的 正则 剂 分 ,和 线性 三 角形 单元 ， 进 一 步 假设 问题 
(1.2.53) 的 解 u € H2(Q,) NH*-12(T0), WJ 


1, Ri 


N+1 h 
) lukis t3u-uhao Wwevè. 


inf |u — vli 9, < Chlul, oo 
vev? REN aca 


其 中 C > 0 是 一 个 不 依赖 于 h, N 的 常数 。 由 估计 式 (1.2.63) 可 得 有 限 元 近似 解 
uN? 的 误差 估计 ， 


a 
(1.2.69) 


NR 1 N+1 
[ea m Sacha + eR) Jhon. 


1.3 ”三维 Poisson 方程 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 
这 一 节 中 我 们 讨论 三 维 Poisson 方程 外 问题 (11) 和 (III) 的 整体 人 工 边 界 条 
件 , 本 节 的 主要 内 容 来 源 于 论文 (Han, He and Wu, 2000). 
1.3.1 ”球面 人 工 边界 Pa 上 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边 界 条 件 
首先 我 们 讨论 三 维 Poisson 方程 外 问题 (1): 
—Au= f(z), Vz e Q, (1.3.1) 
ulr = g(z), (1.3.2) 
当 |z| 一 oo f, u — 0. (1.3.3) 
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其 中 QC RS 是 一 个 外 区 域 , 其 边界 是 一 个 有 界 闭 曲 面 满足 Lipschitz 条 件 ; 
f(x), g(x) 为 已 知 函 数 ， f(x) 满足 1.1 节 中 的 条 件 。 引进 入 工 边界 : 


Tr = {x | |z| = R, R> Ro}. (1.3.4) 
球面 人 工 边界 Ta 将 N 分 割 为 两 部 分 : 有 界 部 分 QO 和 无 界 部 分 Ne B 
QR = (z | z€ Q, 并 且 |z| < R}, 


De = AR. 
EKR Q。 上 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 的 解 ul) 满足 : 
—Au=0, Wre 2, (1.3.5) 
ra = u(R,0, ç), (1.3.6) 
24 |z| 一 oo R}, u 0. (1.3.7) 


其 中 u(R, 0, p) 是 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 的 解 u(x) EATUR PR 上 的 值 , € 
是 未 知 的 。(7,9,wp) 是 z = (21, 02,23) 的 球 坐 标 。 如 果 已 知 u(R,9, yp)， 则 问题 
(1.3.5)~(1.3.7) 存在 唯一 解 。 将 u(R,0, e) 展开 为 无 穷 级 数 : 


u(R, 8, ¢) = B+ > | Pbieos0) 
n=l 


n 
+ $ P™ (cos 8) (Cnm cos my + dnm sin mg) |, (1.3.8) 


m=1 
其 中 P(t) B n Br Legendre 多 项 式 : 
1 d"(t? — 1)" 
Palt) = oe 

Pm(t) 是 Legendre 函数 : 
Pr 的 =(1 一 区 至 


系数 cnm 和 dam 由 下 式 给 出 : 


0 
=P (t); 


eum = Pt r i u(R, £, 9) P (cos £) cos my sinédédy 
=o i u(y) P™(cos €) cos mydsy, (1.3.9) 
eee eee F i u(R, £, 9) Pr (cos €) sin mip sin £dédy 
K >> 人 PPCosgsmmydsr (1.3.10) 
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则 问题 (1.3.5)~ (1.3.7) KAR ulr, 6,p) 可 由 下 式 给 出 : 


u(r, 8, 9) = ay = (= =" + [2P2(cos 8) 
+ X PP (eos 0) (cnm cosmp + dnm sin my), 
由 上 式 可 得 : a 


。 [52.P8 (cos) + 》 Pr (cos 8) (Cam cosmyp + dnm sinmç)| A 


m=1 


将 {cnm，dnm} 的 表达 式 (1.3.9), (1.3.10) 代入 上 式 可 得 : 
2n pr 
ë i =- l, J Resinedeay 


ôn 
2r pr 
P E s fnew 


(n—m)! 
(n+m)! 


+ [P2(cos€) Pe cos 6) +2 = 


+ Pi (cos €) Pr" (cos 0) cos m(*— g) | sin € d€ dy. 
进一步 由 Legendre 函数 的 加 法 定理 (Gradshteyn and Ryzhik, 1980) 
Pa(cosy) = Pa (cos E) P? (cos 0) 


nÈ e = TI (cos 6) Pr (cos 6) cosm(p — ç), 


其 中 Pa(t) = Pa(t)， 
cos y = cos € cos 0 + sin € sin 0 cos(w — ¢), 


可 将 (1.3.12) 简化 为 : 


| =- = [ume singa ae 
Tr 


4xR 


(1.3.11) 


(1.3.12) 


(1.3.13) 


(n+1)(2n +1) 4 
a [ T u(R, €, Y)Pa (cosy) sin € d£ dy 
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~ SA (n+1)(2n+1) 
=- RE 人 “Wd > <e | Plone Tdsy 


=~ =m /ds + (ur), (1.3.14) 
其 中 ， 


H(ulrg) = a (n+1)(2n+1) 


In R m u(u)P,.(cosy)dsy. (1.3.15) 


边界 条 件 (1.3.14) 是 三 维 Poisson 方程 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 的 解 在 人 工 边界 
TR 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 在 实际 计算 中 在 准确 边界 条 件 右 端的 无 穷 级 数 中 取 
前 面 N 项 可 得 一 系列 近似 人 工 边界 条 件 (N = 1,2,…): 


= „7 -zx Í u(y)dsy + HN (ulra), (1.3.16) 
R R 
其 中 ， 
HN (ulrg) --5 {n+ mert +1 r, Ul) Pa(cos 7)dsy. (1.3.17) 


进一步 考虑 三 维 Poisson 方程 外 问题 (ITD): 


-Au= f(z) in Q, (1.3.18) 

ur = g(z), (1.3.19) 
Ou 

| =o Vp> Ro (1.3.20) 


注意 到 三 维 Poisson 方程 外 问题 (III) 与 问题 (11) 在 无 穷 远 处 所 满足 条 件 的 差异 ， 
通过 类 似 的 讨论 可 得 三 维 Poisson 方程 外 问题 (III) (问题 (1.3.18)~(1.3.20)) 的 
解 v(z) 在 人 工 边界 Dr 上 满足 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边界 条 件 : 


On| rp 


= H(ulra), (1.3.21) 


ðu 
al, =H ulead (N =0,1,:-*). (1.3.22) 


1.3.2 ”有 界 计算 区 域 O, 上 的 等 价 和 近似 边 值 问题 


应 用 准确 边界 条 件 (1.3.14) 和 近似 人 工 边 界 条 件 (1.3.16) 可 将 三 维 Poisson 
方程 的 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 简化 为 有 界 区 域 Q 上 的 边 值 问题 : 
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-Au = f(z), VIEM, 


ulr = g(z), 
,=m J, Mose + Halen) 
和 
—AuN = f(x), VIEM, 
uw |r = g(z), 
uN 


ese a N N 
Da m Rë J (y)dsy + H” (ulrp), 
在 Sobolev 空间 H1(Q;) 中 引进 集合 V, 和 子 空间 Vo: 
Vy = {v |v € H1(Q,),u|r = g,vg e H? (L)}, 


= {v | v € H(A), vlr = 0), 


(1.3.23) 
(1.3.24) 


(1.3.25) 


(1.3.26) 
(1.3.27) 


(1.3.28) 


则 边 值 问题 (1.3.23) ~(1.3.25) 和 边 值 问题 (1.3.26) ~(1.3.28) 等 价 于 下 面 的 变 分 


问题 : 
Ruevy, 使 
a(u,v) + b(u,v) =(f,v), Yu € Vo. 
和 
Ru e V, 使 
a(uN,u) +bn(uN,v) =(f,v), Ve € Vo. 
其 中 ， 


a(u,v) = J Vu + Vu dz, 
Mi 


b(u, v) = = 人 人 u(x) u(y) dsz dsy 


+> Rf fw) Pa(c087) dsedsy 


bu 可 = aos 人 J. _ 062) 0(y) ass ds, 


n=1 


N 
+> eee f 人 u(x) v(y) Pa(cos y) ds; dsy. 


(1.3.29) 


(1.3.30) 


(1.3.31) 


(1.3.32) 


(1.3.33) 
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下 面 进一步 讨论 双 线性 形式 b(u,u), bw(w,v) 的 性 质 。 对 任意 u,v e H(A), 由 
WEM (Adams, 1975) TA u|r,, Vire € H1/?(TR), 将 ulra, vrr 展开 为 无 穷 
BB, ulr, 由 公式 (1.3.8) 给 出 , 并 且 : 


æ 
Ure =v(R, 6,9) = r: + F. |Z P2(cos 6) 


+ > Py" (cos 8)(€nm cos mç + frm sin my) ” (1.3.34) 
m=1 
其 中 ， 
(2n + 1)(n — m)! 


= m 

ñas amin + my? Ip, v(x) Pr (cos 8) cosmpdsz, 
(2n + 1)(n — m)! w". z 

fam = are |p 8 v(x) Pr (cos 0) sin mpdsz. 


将 wlra, virre 的 表达 式 (1.3.8), (1.3.34) 代入 b(u, v), by (u,v) 的 表达 式 (1.3.32)— 
(1.3.33) 我 们 得 到 : 


b(u, v) = nR{cooeo0 +> [(n 十 1)cnoeno 
n=1 
Z 2(n + 1)(n + m)! 
F £ n E Dp m) nmenm + drm fam)]}, (1.3.35) 
N 
by (u,v) = xR{ cooeoo + > [(n + 1)eno€no 
+ x io +dumfum)]}- (336) 
与 二 维 情形 类 似 ,ur € HIR) 的 充分 必要 条 件 是 : 
btw) =aR{ do + S [a+ em + Sel] } <= 
n=1 m= 


因而 julral = vou, u) 是 空间 HIR) 的 一 个 等 价 模 。 由 blu, v), bx (u,v) 的 
表达 式 立刻 可 得 : 
lb(u,oə)| < ulral Pelee I < Mllulla ollella (1.3.37) 
lbx(u,v)| < ulra ll vlra Í| < Mulli elolos (1.3.38) 
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其 中 M > 0 是 一 个 不 依赖 于 N 的 常数 , 即 对 双 线 性 形式 blu, v), by (u,v) 有 下 
面 引 理 : 

引 理 1.3.1 (u,v), bw(w,v) 是 定义 于 H(A) x H1(Q,) 上 的 两 个 对 称 有 
界 双 线性 形式 ， 并且 满足 


b(v,v) 20, by(v,v) 20, Və € H(A). (1.3.39) 
a 


对 于 a(u,v) RANA: 
引 理 1.3.2 a(u,v) 是 定义 于 H(A) x H(A) 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 ， 
且 存 在 常数 w > 0, 使 


a(v,v) > alol ç, V € Vo, (1.3.40) 


Bil a(u,v) fE Vo x Vo 上 是 强制 的 。 e 
由 引 理 1.3.1 和 引 理 1.3.2 的 结果 和 Lax-Milgram 定理 (Ciarlet, 1977) 可 
得 : 
定理 1.3.1 ”假设 ge Hl/2(D), f e H(A) W (i) 变 分 问题 (1.3.29) 存 
在 唯一 解 u(z) e H1(0,), u(x) 就 是 三 维 Poisson 方程 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 的 
解 在 有 界 区 域 Qi 上 的 限制 。(ii) 对 任 给 的 正 整数 N， 变 分 问题 (1.3.30) 存在 唯 


一 解 uN (x) e H1(0,)+ . 
定理 1.3.2 ”下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 
N+3/2 
Neha SR) ihn aaan 


其 中 u(x), uN (a) 是 变 分 问题 (1.3.29), (1.3.30) 的 解 ，C > 0 是 一 个 不 依赖 于 
N 的 常数 . 
证 明令 eV(z)==wu(z) 一 uN(z), WJ (x) € Vo 并 且 满足 : 


a(eN,v) +by (e, v) = bN(u,v) — (u,v), Vu € Vo. (1.3.42) 
在 (1.3.42) "PRR v = eN(z) 并 应 用 引 理 1.3.1 和 引 理 1.3.2, 可 得 : 
alle™ fa, Sale" e) Honte”, e) 
=by(u, Cas — b(u, eh 
llh a. lbn (u,v) — b(u, 可 


一 L sip 


(1.3.43) 
Q ve le， 
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SOP u(z) 是 变 分 问题 (1.3.29) 的 解 , 也 是 三 维 Poisson 方程 外 问题 (1.3.1)~(1.3.3) 
的 解 . Æ r> Ro 上 sail 满足 ns 方程 , 将 u(Ro,0, yp) 展开 为 级 数 : 


u(Ro,0,p)= — + > [= P®(cos 0) 


+ s P™ (cos 0)(a,= cos mg + bam sin my) I 


m=1 


则 问题 (1.3.29) 的 解 u(x) 由 下 式 给 出 : 
u(x) = u(r, 6, e) 
-各 (名) +5 (BY roan 
n=1 


a 


+ > 已 m(cosb)(anm cos my + bam sin mp)] 


m=1 
在 人 工 边 界 TR E, 
u= (R) +E (By | mes, 


n 
+ > Pm(cosb)(anm cos mg + bnm sin mp)] I (1.3.44) 


m=1 


将 u|ra 的 表达 式 (1.3.44) 和 vl rg 的 表达 式 (1.3.34) 代入 b(u, v) — by (u, u) 我 们 
可 得 : 


[b(u, v) — bx (u, v)| 
= | S: =R (7 ) {in + 1)ano€no + > 2(n + 110 +m)! 


(2n + 1)(n — m)! 


+ (anmenm + bam fam) }| 
< (er > x(RRo)"/?{ (n + 1)anoeno 
n=N+1 


+> 2(m + 1)(n +m)! ) 


s Ən + (n — myi (nmenm + bamfnm) 
< (R) È aofi + Dah, 
n=N+1 


— 2(n + 1)(n + m)! 1/2 
$ = Gat iam om te)]} 


“28 . ”人 工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微 分 方程 数值 解 


> % — 2(n+ 1)(n +m)! , > 1⁄2 
[E aml + eo + E re =m im + Fam) } 
N+3/2 N+3/2 
< (ey lur llral < c(BR) luhya nila 
其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N 的 常数 。 将 上 面 估计 式 代 入 (1.3.43) 的 右 端 可 马上 得 
到 定理 1.3.2。 a 
1.3.3 ” 变 分 问题 (1.3.30) 的 有 限 元 近似 


在 这 一 节 中 讨论 变 分 问题 (1.3.30) 的 有 限 元 近似 。 为 了 叙述 上 的 简便 , 假设 
卫 是 一 多 面体 的 表面 , 并且 g = 0。 此 时 变 分 问题 简化 为 : 


# uN € W, 使 
I aļ(u™,v)+by(u™,v) =(f,v), Vu € Wo. 0.922) 
设 VË C Vo 是 一 个 有 限 元 子 空间 , 考虑 (1.3.45) 的 有 限 元 近似 : 
Rul evh, 4 
{ a(uN ,v) + bn(ul,v) =(f,v), Vu € Vite (se) 


对 于 变 分 问题 (1.3.46) 有 下 面 的 结果 成 立 : 
定理 1.3.3 ”对 任 给 的 f e H(A) 变 分 问题 (1.3.46) 存在 唯一 解 内 € 
H(A), 并 且 有 下 面 的 误差 估计 : 


Roy N+3/2 
lu-u a < CÈ ing lu elhat (Fe) inp 0347 


其 中 C > 0 是 一 个 不 依赖 于 N A h 的 常数 , u 是 变 分 问题 (1.3.29) 的 解 。 
SEAR ”应 用 Lax-Milgram 定理 可 知 变 分 问题 (1.3.46) 存在 唯一 解 内 < Vi 
下 面 估 计 误 差 u- ul, 将 变 分 等 式 (1.3.29) 与 变 分 等 式 (1.3.46) 相 减 可 得 : 


a(u— u], v) +by(u— ul’ v) =bn (u,v) — b(u, v), Wwe Vi. (1.3.48) 
对 任意 we V 我 们 有 : 


allw — uf |li o, < alw— u], w- ul) + by (w — uf’, w — up’) 
= N Lai N N 
=a(w —u,w— ul’) + by(w — uw — uf’) + a(u — up, w— uh) 


+by(u— u], w — uf’). (1.3.49) 


由 等 式 (1.3.48) 
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ja(u — ul’, w — ul’) + by(u— uğ, u — ul)| 


= |b (u, w — uj!) — blu, w — up )| 


lbw(u,w) -bu wl wn 
< {sp ope Jle- tha 
N+3/2 
< c( 品 ) Wulls2,r lw = už ||, o (1.3.50) 


其 中 C > 0 是 一 个 不 依赖 于 N A h 的 常数 。 另 一 方面 由 a(w,v) 的 定义 和 不 等 
式 (1.3.38), BANA: 


Ja(w — u,w— up!) < llw — ull allw — u lli o (1.3.51) 
lb (w —u,w — up) < M||w—ully.o,|lw—un jo, (1-3-52) 
综合 估计 式 (1.3.49)~(1.3.52), 对 于 任意 u € V 我 们 得 到 : 


1 N+3/2 
ho- a, < 240+ Mw -ula + (2) 


R) luhya} (3.3) 
进一步 由 三 角 不 等 式 我 们 得 到 


1+M 
-la < (1+ =) Iw - ulo, 
c N+3/2 
+£(®) lule V. — (13.54) 
由 此 可 马上 得 定理 1.3.2 的 结论 (1.3.47)。 . 


附注 1.3.1 ”在 实际 应 用 中 为 了 构造 有 限 元 子 空间 V, 首先 对 区 域 N HE 
行 正则 剂 分 , WHA Jh。 例 如 将 Q, 正则 剖 分 为 四 面体 单元 和 曲面 四 面体 单元 ， 
Bp: 


= (Uren K) Ü (Uren k), 
其 中 K 表示 Z, 中 的 四 面体 单元 ，K 表示 J, 中 的 曲面 四 面体 单元 (K 的 一 个 
面 是 人 工 边 界 TR 的 一 部 分 , 因而 是 曲面 ); h 表示 Z, 中 (曲面 ) 四 面体 单元 的 最 
大 直径 。 应 用 协调 线性 四 面体 单元 可 构造 有 限 元 子 空间 VP: 


Ve = {on | w € Vo 并 且 wnlx 和 ong 是 线性 函数 , VK, Ke Ty}, (1.3.55) 
并 有 通过 性 质 : 


inf ||u— wll 9, < Chlulz ç; (1.3.56) 
vevy atid aii 


其 中 C 是 一 个 常数 , 不 依赖 于 h。 此 时 有 限 元 近似 解 uy 有 估计 式 : 


ae 


lu-u lh o < Chhuli + (R) uvan} 0357) 
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其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N A h 的 常数 。 

附注 1.3.2 ”类 似 于 前 面 的 讨论 , 应 用 准确 的 边界 条 件 (1.3.21) 和 近似 人 工 
边界 条 件 (1.3.22) 可 将 三 维 Poisson 外 问题 (1) 简化 为 有 界 计 算 区 域 Q, 上 的 边 
值 问题 ,并 得 到 有 限 元 近似 解 及 其 误差 估计 。 


1.4 修正 Helmholtz 方程 的 外 问题 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 修正 Helmholtz 方程 外 问题 (IV) 的 数值 解 : 


-Au + 8u = f(r), Vr € Q, (1.4.1) 
ulr = 0, (1.4.2) 
当 |z| 一 oo 时 ,一 0. (1.4.3) 


其 中 B > 0, f(x) 满足 1.1 节 中 令 述 的 条 件 。 
1.4.1 人工 边界 Tr 上 的 整体 人 工 边界 条 件 (二 维 情形 ) 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 二 维 情形 , 即 CR, ATUR TR 是 一 个 圆周 。 问题 
(1.4.1)~(1.4.3) 的 解 w(z) 在 区 域 Q, 上 的 限制 满足 : 


—Au + 8u = f(r), Vz € Qe, (1.4.4) 
当 |z| 一 oo It, u 一 0. (1.4.5) 
如 果 u(x) EATUR Ta 上 的 值 u(R,9) 已 知 , BD: 
ulra = u(R, 6), 


则 在 区 域 Q。 上 u(z) 可 以 由 uk, 0) 唯一 确定 , 并 且 ， 


oi 


其 中 K,(€) 是 第 二 类 nn Kane Bessel 函数 (Andrews, 1992), 并 且 ， 


{an cosnbg 十 加 sinnbj,r > R, (1.4.6) 


2x 
qa = if u(R, p) cosngdy, (1.4.7) 
T Jo 
1 /2r 
bn = if u(R, p) sinnydy. (1.4.8) 
在 人 工 边界 Ta 上 : 
ðu| _ du(R,4) _ , KEBR) | 
Enlr, ðr 2KO(8R) ° 
+ 5 BK, (GR) {an cosné + bn sin n8}. (1.4.9) 


— K,(6R) 
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将 an,bn 的 表达 式 (1.4.7), (1.4.8) 代入 上 式 可 得 : 


9u| _ BKR) f™ S> Ki; (GR) 
On\p,  2xKo(BR) Jo u(R, p)dy + 22 xK,(8R) 
. fs u(R, e)cosn(0 — yp)dy. (1.4.10) 
0 


对 上 式 右 端的 积分 进行 分 部 积分 可 得 (1.4.10) 的 两 个 等 价 形式 : 


Ou] _ BKS(BR) /2 
列 i J, “ede 
K! (BR) 2 du(R, 
+6 mate j, i P) sinn(g — y)dy, (1.4.11) 
ðu) _ BKA(BR) /2 
Fil, IRAE) J u(R, yp)dp 


DD Ks(BR) f” Ə2u(R.e) 


FA 人 og? n= — (1432) 


边界 条 件 (1.4.10)~(1.4.12) 是 二 维修 正 Helmholtz 方程 外 问题 在 人 工 边界 Th 上 
的 准确 边界 条 件 。 在 这 些 边界 条 件 右 端的 无 穷 级 数 中 取 前 面 N + 1 项 我 们 得 到 
三 组 相互 等 价 的 近似 人 工 边界 条 件 (N = 0,1,…): 


= Pis waa R u(R, P)dp 

ADER [Tuen aaas) 
# a A u(R, p)dy 

ay GOD, [TRA ase aa 
ra oe ñ u(R, p)dp 


N ú 53 
PD Ex, (BF) EaR) f’ ue) ah (1.4.15) 


nxKn(BR) Jo Og? 
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14.2 ”有 界 计算 区 域 2; 上 的 简化 边 值 问题 


应 用 边界 条 件 (1.4.10) 和 (1.4.13) 可 将 二 维修 正 的 Helmholtz 方程 外 问题 简 


化 为 有 界 计算 区 域 OQ, 上 的 边 值 问 题 : 
—Au + 8u = f(z), Vr € 2, 


ulr =0, 
dul _ BKA(BR) [° 
现 |  2*Ko(BR) Jo u(R, pd 


+> Kn(BR) * A(R, y) cosn(@ — y)dy. 


xK,. (BR) Jo 
和 
—AuN + Bu = f(z), YEER, 
uN |p =0, 
N p. x 
a Ma em Í uN (R, p)dp 
>> a ga uN (R, g) cosn(0 — pay. 
它们 的 等 价 的 变 分 问题 为 : 
{ $R u E Vo, 使 
ag(u,v) + ba(u, v) =(f,v), W € Vo, 
和 
{ Ru € W, 使 
ag(uN,u) + bg,n(u%,v) =(f,v), Vu € Vo. 


其 中 Vo 是 H(A) 的 子 空间 ， 
= {v | v € H"(Q),v|r = 0), 
一 2 1 
oat) = f Vu Vudz + p Je dz, 


BRKG(BR) [° 


2x 
Fak (BB i) u(R, y)v(R, 0)dpað 


ba(u,v) = — 


(1.4.16) 
(1.4.17) 


(1.4.18) 


(1.4.19) 
(1.4.20) 


(1.4.21) 


(1.4.22) 


(1.4.23) 


penn 2x pan 9- d 
Sa J [enh 0) costo- papat, 


aK, (GR) 
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RK! R 2a 2 
tamtu o) = -EER f Í u(R, p)v(R, A)dydd 
RE! ( R 2 
>» ee oR Yf 人 u(R, y)v(R, 0) cosm(9 一 2)dpd0. 
a: 
BRK;(BR) 
-KBR ， n>0, 
zn = (1.4.24) 
_BRKG(BR) o; 
2xK0o(BR)’” ` 
W: 
>° , 2x 2r 
ba(u,v) a x Í J u(R, y)v(R, 8) cosn(0 — y)dydd, (1.4.25) 


N 2r p2n 
bantuo) = > 2f J u(R, p)o(R, 0) cosn(0 — p)dpdð. (1.4.26) 
n=0 


由 双 线性 形式 ag(u,v) 的 定义 直接 可 得 : 
引 理 1.4.1 ag(u,v) 是 定义 于 H(G) x H1(Q,) 上 的 有 界 双 线性 形式 , 并 


且 ， 
ag(u,v) < Mallul ollol oo， Yu, v E€ H1(0,), (1.4.27) 
ag(v,v) > apllvll? ao Wu € H! (Ni), (1.4.28) 
其 中 Mg = max{1, 2}, ag = min{1, 3}. . 


为 了 研究 双 线性 形式 balu, v), ban (u,v) 的 性 质 , 我 们 讨论 修正 的 Bessel 函 
数 严 (7),Kn(r)， 有 下 面 结果 成 立 : 
引 理 1.4.2 ”对 于 修正 的 Bessel 函数 I, (r), K, (r) 有 下 面 不 等 式 成 立 : 


0< Kn(r) < Kn41(r), 0 < Ingi(r) < In(r), Vr > 0,n > 0, (1.4.29) 
r. alr) rIn(r) 
二 En < > > 0. .4. 
0 < K.(r) senta” Vr > BRo, n 2 0. (1.4.30) 


其 中 ao > 1 是 一 个 不 依赖 于 n 的 常数 。 


Knutti) Kn(n) 
Knsilra) S Kn(r2) 


证 明 h (r), Kn(r) 的 积分 表达 式 (Andrews, 1992, P.237), 


Wri > r2 > 0,n > 0. (1.4.31) 


—_ — (r/2)" š n-1/2,—rt eth Adve 
Int) = =m -A 1/2e-rtdt, r > 0,n=0,1,..., (1.4.32) 
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V(r/2)" 
Kal) = FFI J 


对 五 Hi(r),Kn+Hai(r) 中 的 积分 分 部 积分 得 到 : 


“(2 —1)"-Ve-Tdt, r > 0,n=0,1,-++, (1.4.33) 


Inva(r) = peal, (1 — #2)" +1-1/2e-rtde 
J mers (OIA) erat < I(r), Vr > 0,n > 0, 
tanh 三 (2 _TDJnH-uyae-rtdt 
al 上 t(t2—1)" /2e "tdt> Kn(r), Vr>0,n20. 


立刻 可 得 到 不 等 式 (1.4.29)。 由 等 式 Ki(r) = —Ki(r) 和 (7) = 五 (r) (Andrews, 
1992, P.236) 可 得 : 
=rKo(r) _ Ki(r) (r) rlolr) _ (ry Ho) 
Ko(r) Ko(r) h(r) Jo(r) — To(7) ° 


Yr > 0， (1.4.34) 


= K,(r) Io(r) 


Ko(r) h(r)' 
F(r) 在 [BRo,co) 上 是 连续 函数 ， 由 Ko(r), Ki(r), Jo(r), h (r) 在 无 穷 远 处 的 性 
质 (Andrews, 1992, P.250) 可 知 : 


rig, Fe) = 
因而 存在 一 个 常数 ao > 1, 使 
F(r)Soo, Vr € [BRo, 00). 


F(r) = 


由 (1.4.34) 可 得 : 


—rKé(r) < That) 
Folr) °° T(r)” 


即 不 等 式 (1.4.30) X} n= 0 成立。 对 n>0， HER 
—rK} (r) = nKn(r)+rKn-1(r), 
ri} (r) = -nIn(r)+rIn-1(r), 


0< 


Vr > BRo, (1.4.35) 


可 得 : 
—rKi(r) z TKn_1(7) 


Im Kale) 


<n+r 
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m. 
<n+“ Tae =2n+ ZO, Vr > 0,n 2 1. (1.4.36) 
综合 估计 式 (1.4.35) AIR (1.4.36) 得 到 不 等 式 (1.4.30), 引 理 获 证 。 . 


关于 双 线 性 形式 balu, v), ba v (u,u) 有 下 面 引 理 成 立 : 
引 理 1.4.3 be(wu),bp,w(wa) 是 定义 在 Vo x Vo 上 的 有 界 双 线性 形式 , 并 


Ha 
0 < bg,n(v,v) < balv, v) < Cllell? o, Yv € W, (1.4.37) 
lbs,n (w, v)| < Cllulh ollella Yu, v € Vo, (1.4.38) 
|ba(u,u)| < Clluwll allele, Yu, v € Vo, (1.4.39) 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N 和 R 的 常数 , 在 不 同 的 地 方 可 以 取 不 同 的 数值 。 
证 明 ”对 于 任意 uv € Vo, u,v 在 TR 上 的 迹 可 展开 为 傅 氏 级 数 : 


ša 

u(R,0) = > + Lon cosn@ + bn sin n0), (1.4.40) 
o = 

v(R, 6) = T + 2 len coena + da sinai0), (1.4.41) 


将 上 式 代入 balu, v), ba, (u, v) 的 表达 式 (1.4.25), (1.4.26) 可 得 : 


m 
balu, v) = aoco +x X zn(ancn + bndn), (1.4.42) 
2 n=1 
NZ N, 
ba,w(u,v) = =F aooo + >> zn(ancn + bndn). (1.4.43) 


n=1 


对 于 任意 ve Vo, fE BR = (z | |z| < R) 上 定义 函数 b: 


_ v, Vz € Ni, 
b= 
0, Va € fo. 


h ó RELTA ó € H1(Bn) 并 且 Ory = virre 进一步 在 BR 上 构造 v: 


—Av +B? =0, Vz € Br, (1.4.44) 
vilrr = UPR: (1.4.45) 


v 由 volre 唯一 确定 ， 由 边 值 问 题 (1.4.44)~(1.4.45) 的 变 分 原理 知 vi 使 泛 函 


J, (vw? + uyar 
Br 
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在 集合 {w € H1(BR),wlra = v|ra} 上 取 最 小 值 , BB; 
| (Vor? + eb ar < f (Val? + B202)dz 
Br Br 
= f (Vol? + B2u2)dz < Malloll? o,- (1.4.46) 
Mi 


另 一 方面 在 Ta 上 wi(R,9) = v(R,0), 由 v(R,0) 的 傅 氏 级 数 展开 式 (1.4.41) 可 
得 vi (7,0) 的 表达 式 : 


ur(r, 4) = 多 ean En In ox (ca cosn0 + d,sinn0), O< r< R, 
(1.4.47) 
其 中 ， 
2r 
cn = xf v(R, 0) cos ndde, 
2r 
d, = if v(R, 8) sin nbd0. 
通过 计算 可 得 : 
fJ 0e + Pde=f n Pras 
= i taa 2 +d2), (1.4.48) 
a BRI" (BR) 
| TER’ "7e 
= BRINBR) "ú 
0 有 
综合 估计 式 (1.4.46) 和 式 (1.4.48) 我 们 得 到 : 
ae ° + + d2) < Mallol? o,- (1.4.49) 
应 用 不 等 式 (1.4.30) 可 得 : 
Zn <2n+aoz,, n=0,1,2,---, (1.4.50) 


因而 : 
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æ 
0<bg(v, v) = ma +a > 2n(c2 +) 
n=1 


* 2 oo > 

Tz0c0 . 2 2 2 
se SP + aD +)} +2) nc + ch) 
<clllo,- 


最 后 一 个 不 等 式 由 (1.4.49) 和 引 理 1.2.3 得 到 , 其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 R 的 常 
数 。 由 此 可 直接 得 到 不 等 式 (1.4.37)。 应 用 Cauchy 不 等 式 可 得 到 估计 式 (1.4.38) ~ 
(1.4.39)。 引 理 获 证 。 . 
应 用 引 理 1.4.1 和 引 理 1.4.3, 由 Lax-Milgram 定理 可 得 到 有 界 计算 区 域 OQ, 
上 的 简化 问题 (1.4.22) 和 (1.4.23) 的 存在 唯一 性 。 
定理 1.4.1 Wf EHHA) WJ: 
(i) 变 分 问题 (1.4.22) 存在 唯一 解 we H1(0,), 并 且 久 是 二 维修 正 Helmholtz X 
程 外 问题 (1.4.1)~(1.4.3) 的 解 在 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 限制 。 
(ii) 对 任意 非 负 整 数 N > 0, 变 分 问题 (1.4.23) 存在 唯一 解 vN EHi(0)。 m 


1.4.3 简化 边 值 问题 的 有 限 元 近似 
应 用 在 1.2.3 节 中 引进 的 有 限 元 子 空间 VP C Vo, 可 得 变 分 问题 (1.4.23) 的 
有 限 元 近似 : 
RuN evp, 使 
ag(un"®,v) + ba nut, v) = (fiv), Vu € vė. 


(1.4.51) 


直接 应 用 Lax-Milgram 定理 可 得 变 分 问题 (1.4.51) 的 存在 唯一 性 。 为 了 讨论 误 
Z u ul? 的 估计 式 , 首先 估计 误差 bg (u,v) — bg,n (u, v)o 
引 理 1.4.4 ”下 面 的 估计 式 成 立 : 


RKw+i(GR) 
Kr (Bm) [loas Ye Vo, 


其 中 C 是 一 个 常数 , 不 依赖 于 RR 和 NN, Q, = (z | z € R, |z| < Ro} 
证 明 i u € To = (z | |z| = Ro} ER u(Ro.0) 展开 为 傅 氏 级 数 : 


|ba(u, v) — bg,n (u, v)| < C 


u(Ro, 0) = T + 2 len cosng + fn sin nð). 
在 |z| > Ro 的 区 域 上 , u 满足 方程 —Au + 82u = 0 和 无 穷 远 条 件 (1.4.3), 因而 
可 由 其 在 To 上 的 值 唯一 确定 : 
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u(r, 0) = co (Br) > Kn(Br) (en cosnð + fnsinng), Wr > Ro. 


` 2K0(BRo) Kn(BRo) 
(1.4.52) 
u fE Tr 上 的 值 为 : 
u(R,0) = anon t +E A (en cosn0 + f, sinn0), Wr > Ro. 
0 


(1.4.53) 
将 上 式 及 v(R, 0) 的 傅 氏 级 数 展开 式 (1.4.41) 代入 balu, v) 和 bp,w(u,v) 的 表达 
式 可 得 : 


Kn(BR) 
Kn(BRo) 


|ba(u, v) — ba,w(u,v)| < > azn lenen + dnfnl. 
N+1 


应 用 不 等 式 (1.4.31) 和 Cauchy 不 等 式 由 上 式 得 到 : 


én 1/2 
= Kn+1(BR) a 2 
|ba(u,v) — ba, (u, v)| < Fw (BR) { me 十 a} 


úi 1/2 
zi > antat 9} I 


n=N+1 
注意 到 : > 
Y aanl +d2) < balv, v) < Mallul? av 
n=N+1 
并 且 ， 
D rele +f2)< SO x(n + BRR + fr) 
n=N+1 n=N+1 
<CRllulli a.» 
其 中 C 是 一 个 常数 , 不 依赖 于 RA N. 综合 上 面 分 析 , 引 理 获 证 。 . 


有 了 上 面 的 准备 , 可 得 下 面 的 误差 估计 。 
定理 1.4.2 ”下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 


RKN+1(BR) 
Kn+i(BRo) 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N, RA h 的 常数 ，u 是 变 分 问题 (1.4.22) 的 解 。 


NR s, 
leat, <0 int, lu- vla + luha (4.54) 
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证 明 BEDER (1.4.22) MR (1.4.51) TA, u— u R 满足 : 


ag(u— up? v) + ban (u — um R v) = ba,N(u,u) — ba(u,u),Vu € VÈ. (1.4.55) 


对 任意 的 ve Vit 有 : 


N,R 


5) 


aa。 一 uel 2 和 au 一 au 一 aa) 二 boN(w 一 uMR v — uk") 
=a(u-uy®, oun?) +bp n(u—u P vu?) +a(v—u,v— uy 
+ba,n(v — u,v — uN R) 
=bg,n(u,v — uN R) — ba(u,v 一 uy?) +a(v—u,v— uy?) 
+bg,n(v — u,v — un), 


应 用 引 理 1.4.1, 引 理 1.4.3 和 引 理 1.4.4 可 得 : 


p- Fata) Ma.) 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N, RA h 的 常数 , 再 应 用 三 角 不 等 式 : 


„a $C flu- vla + 


N,R N.R 
-< 


立刻 得 到 估计 式 (1.4.54), 定理 获 证 。 
1.4.4 ”三 维修 正 Helmholtz 方程 外 问题 的 整体 边界 条 件 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 三 维修 正 Helmholtz 方程 外 问题 : 
-Au + ĝu = f(z), Vz € Q, 
u|r = g, 


当 |z| 一 oo 时 ,一 0, 


此 时 Q C R, ATUR TR 是 以 原点 为 中 心 ，RR 为 半径 的 球面 。 


题 (1.4.56)~(1.4.58) 的 解 在 区 域 8。 上 的 限制 , 在 Q. Eu 满足 : 
—Au+ B?u=0, Vrze Me, 
ulr =u(R, 9,9), 
当 |z| — oo if, u => 0 


(1.4.56) 
(1.4.57) 
(1.4.58) 


考虑 问 
(1.4.59) 


(1.4.60) 
(1.4.61) 


如 果 我 们 知道 问题 (1.4.56)~(1.4.58) 的 解 在 人 工 边 界 TR 上 的 值 , W u E Q. E 


可 以 唯一 地 被 函数 u(R.0, p) 确定 。 令 : 


"40 . 人 工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


in(r) = Er n+1/2(7), n=0,1,2,---, 
kn(7) = (Eun n=0,1,2,--+ 


W in(r), kn(r) 表示 n 阶 的 第 一 类 和 第 二 类 修正 的 球 Bessel 函数 。 问题 (1.4.59)~ 
(1.4.61) 的 解 u(7,9, wp) 可 表示 为 : 


u(r,0, 9) = 学 Eio 二 ano P (cos0) 
$ > Pim) (cos )(anm cosm + bnm sin mp)}, Yr > R, (1.4.62) 
mat 
其 中 ， 
So 和 人 __ Ma) Pal (cos 8) cos mydsy, (1.4.63) 
bnm = ean rf : u(y) Pr (cos €) sin mydsy. (1.4.64) 
在 人 工 边界 Ta 上 有 : 
= 5 a aui 2) _ a a >> ae {anoP (cos 0) 


+ > P&™ (cos 0)(anm cos m + bam sin mop) 
m=1 
将 {anm, bnm} 的 表达 式 (1.4.63) 和 (1.4.64) RAER, 并 应 用 Legendre 函数 的 
加 法 定理 (1.3.13) 可 得 


Ou 


| - 有 k(6R) was + So a ) k! (BR) 
N| Pe 


4n R? ko(BR) 4nR? k,(6R) 


$ {/ pp 
Tr 


nÈ Ë = mf u(y) Pl™) (cos €)P\™ (cos 8) cos(P 一 v)ds,} 


B  ko(GR) (2n + 1) ki, (BR) 
= nR T(R J uly a + Al rR kn(3R) 


: Í u(u)P,,(cosy)dsy, (1.4.65) 
Tr 
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其 中 ， 
P, (t) = P®(t), 
cos(y) = cos cos 0 + sin € sin 8 cos(y — ú). 


等 式 (1.4.65) 就 是 三 维修 正 Helmholtz 方程 外 问题 (1.4.56)~(1.4.58) 的 解 在 人 
工 边界 TR 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 在 其 右 端的 无 穷 级 数 中 取 前 面 V + 1 (N = 
1,…) 项 作为 近似 , 我 们 得 到 一 系列 近似 的 人 工 边界 条 件 : 


i 
On| p, 


__ 8 ko(8R) B(2n +1) } 二 (8 
= GR? ko(BR) fm ws + > Sneed R? kn(BR) 


. Í u(y)Pa(cosy)dsy. (1.4.66) 
Tr 


准确 边界 条 件 (1.4.65) 和 近似 人 工 边界 条 件 (1.4.66) 可 将 问题 (1.4.56)~(1.4.58) 
简化 为 在 有 界 区 域 2; 上 进行 数值 计算 , 进一步 的 细节 这 里 将 不 再 讨论 。 本 节 的 
主要 内 容 来 自 论文 (Han and Bao, 2000)。 


1.5 Helmholtz 方程 外 问题 的 整体 人 工 边 界 条 件 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 Helmholtz 方程 Dirichlet 和 Neumann 外 问题 的 数 
值 解 : 


—Au-— k2u = f(x), Vz € Q, (1.5.1) 

ulr = g(x), (1.5.2) 

Ou 1 m 

g ku= o(a) 当 r 一 oo 时 (1.5.3) 
和 

—Au-ku= f(z), Vz e Q, (1.5.4) 

Ou 

in| = h(a), (1.5.5) 

W : 当 时 1.5 

or u= (n): "ros (1.5.6) 


其 中 n= 2,3, 实数 大 > 0, g(x), h(x) 为 上 的 已 知 函数 ， f(z) AQ EKER 
数 , 并 满足 1.1 节 中 叙述 的 条 件 。 在 g, h. f 满足 适当 光滑 性 条 件 下 ，Helmholtz 方 
程 外 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 和 问题 (1.5.4)~(1.5.6) 存在 唯一 解 (Colton and Kress, 
1983)。 与 前 几 节 一 样 在 2 内 引进 人 工 边 界 TR = (z | |z| = R, R > Ro}, PR 将 
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Q 分 割 为 无 界 区 域 Q 和 有 界 计算 区 域 2; = QN Q, 这 一 节 的 主要 目的 是 分 别 对 
二 维 (n = 2) 和 三 维 (n = 3) Helmholtz 方程 外 问题 在 人 工 边 界 Fa 上 找 出 准确 
的 整体 边界 条 件 和 高 精度 的 近似 整体 人 工 边 界 条 件 , 从 而 将 原 问题 简化 为 有 界 计 
HER Q, 上 的 边 值 问题 。 


1.5.1 二 维 Helmholtz 方程 外 问题 的 Dirichlet to Sommerfeld 映射 


首先 讨论 Dirichlet 问题 (1.5.1)~(1.5.3), 此 时 n=2。 考虑 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 
的 解 u(z) 在 区 域 9。 上 的 限制 , 在 Q, 上 u(x) HHA: 


—Au—k’u=0, Vre Ne, (1.5.7) 
ulra = u(R, 0), (1.5.8) 
Ou, 1 y 

-iku = ohz) 4 r — oo 时 (1.5.9) 


由 于 u(x) 在 人 工 边界 上 的 值 u(R,0) 是 未 知 的 ， 因 而 问题 (1.5.7)~(1.5.9) 不 能 
独立 求解 。 如 果 已 知 u(R,0), 则 问题 (1.5.7)~(1.5.9) 存在 唯一 解 并 且 其 解 (7, 0) 
可 由 下 式 给 出 : 


HO (kr) ao ` © HP (kr) | 
u(r,0) = 一 2 一 一 一 一 + an cosmb + bn sin nô}, 1.5.10 
hrs) HU (kR) 2 > HOER. } (5:10) 
其 中 ， 
1 2r 
n if u(R, 0) cosn0dð, (1.5.11) 
x Jo 
1 2r 
如 = 元 上 u(R, 6) sin ngbdb， (1.5.12) 
0 


HÝ (p) 是 第 一 类 n Bt Hankel 函数 (Andrews, 1992, P.308)， 并 且 HA? (kr) W 
Æ Sommerfeld 辐射 条 件 (1.5.9). HA LIA Ta E: 


dul _ Au(R,8) _ kao HË (kR) 
an, or 2 HS) (kR) 
ay 
> ne {an cosng + bn sin n8}. 
将 {an, bn} 的 表达 式 (1.5.11)~(1.5. 13 代入 上 式 得 到 : 
du k HO (kR) HEP (kR) 
Ən|;, 27 HO(ER) Jo "un, Peta E < HS) (kR) 


` 从 u(R, p) cosn(0 — y)dy. (1.5.13) 
0 
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将 上 式 右 端的 积分 分 部 积分 可 得 到 它 的 另外 两 个 等 价 形式 : 


ðu k HO (kR) f” 
On| p, 2r HIER) f uR, pdp 
ay 2r 
RS ae f dul, A) in n(0— p)dy. (1.5.14) 
TNH (kR) Jo 6p 
ðu k HO (kR) 
=| =o a u(R, y)d 
nire 2r HO (kR) Jo ene 


$y eee Hi (kR) 5 PulR, 9) 


1 HE (kR) ER) ag? cosn(@ — y)dy. (1.5.15) 


等 价 的 边界 条 件 (1.5.13), (1.5.14) 和 (1.5.15) 是 二 维 Helmholtz 方程 外 问题 
(1.5.1)~(1.5.3) 的 解 u(x) 在 人 工 边界 Tr 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 应 用 其 中 的 
任何 一 个 可 将 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 简化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 等 价 Helmholtz 
方程 的 边 值 问题 ， 例 如 应 用 边界 条 件 (1.5.13) 可 得 : 


-Au 一 ku = f(z), Vz € 2%, (1.5.16) 
ulr =9(z), (1.5.17) 
ðu 


_ k HS (kR) [run pd 
ra 2 HÜ (kR) < 


k SHAY (kR) [7% 

ee ZO RR) J u(R, p) cos n(6 — p)dy. (1.5.18) 
在 论文 (Keller and Givoli, 1989) 中 条 件 (1.5.13) 被 称 为 Dirichlet to Neumann 
映射 。 实 际 计算 中 通常 在 准确 边界 条 件 (1.5.13), (1.5.14) 和 (1.5.15) 右 端的 无 穷 
级 数 中 只 选取 有 限 项 (N + 1 项 ), 即 在 人 工 边界 PR 上 得 到 二 维 Helmholtz 方程 
外 问题 近似 人 工 边界 条 件 : 


On 


Bu k HO Hj) (kR) /~ 
On| p, 27 HRB) f u(R, p)dp 
(1)’ 2r 
aks Wank “ u(R, p) cosm(b — y)dy. (1.5.19) 
© a1 
和 它 的 等 价 形式 : 
Ou 


k HO (kR) i 
=s u(R, p)dp 
ra 2% HO (kR) Jo ( 


Ən 
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ay x 
y Ha ER). ps wie DuA on n(9 — p)dy. (1.5.20) 


nm yan 


ðu k HP (kR) N 
= 三 一 u(R, y)d 
Ən|r, 27 H (kR) Jo paa 

k © HO (kR) [” Ə2u(R 


一 一 2 2HP (ER) Jo Zure cos n(@ — y)dy. (1.5.21) 
=n 


应 用 人 工 边 界 条 件 isiga 可 将 二 维 Helmholtz 方程 外 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 简 
化 为 有 界 计 算 区 域 Q 上 的 近似 边 值 问题 : 


—AuN — kêu” = f(a), VIEM, (1.5.22) 
u |p = g(x), (1.5.23) 
BuN k HO) (kR) uN 

“On |p, 27 aan h pde 


k $ HS (kR) 

x £ HO (kR) 
Harari and Hughes (1992) 在 他 们 的 论文 中 指出 对 任意 的 非 负 整 数 N 和 任意 实 
Hook > 0， 问 题 (1.5.22)~(1.5.24) 没有 唯一 性 。 在 问题 (1.5.22)~(1.5.24) KI 
不 唯一 的 情形 , 不 能 应 用 它 去 近似 原 问题 (1.5.1)~(1.5.3)。 解 决 这 个 问题 的 一 
直接 自然 的 方法 是 在 人 工 边 界 Pa 上 研究 Helmholtz 方程 外 问题 的 Dirichlet to 
Sommerfeld 映射 。 将 准确 的 边界 条 件 (1.5.13) 改写 为 下 面 的 等 价 形式 ， 


fs uN (R, p) cosn(0 — p)dy. (1.5.24) 
0 


du. k HO (kR)—iHẸ (kR) ‘i 

ie = 70 hye R,y)d 

(> iku) m BR HER) ñ u(R, p)dp 
k HY (kR)— OR) rx 
+- 一 一 一 一 一 一 一 一 u(R, p) cosn(0-— y)dy 
z HOER) (R, p) cosn(0— p) 


=S(u|rr). (1.5.25) 


对 上 述 准确 边界 条 件 右 端 中 的 无 穷 级 数 进行 截断 ， 取 前 面 N + 1 项 可 得 下 面 的 

近似 人 工 边界 条 件 : 
Bu . k HO (kR) — iH” (kR) 
(r wu) re a HER) 


2n 
J u(R, p)dyp 


k Ù AY) (kR) — iH” (kR) 
x HÊ (kR) 


n=1 
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2r 
. [ u(R, p) cosn(@ — y)dy 
0 
= Sy (ure) (1.5.26) 
虽然 准确 边界 条 件 (1.5.13) $5 (1.5.25) 是 等 价 的 , 但 是 近似 人 工 边界 条 件 (1.5.19) 


与 (1.5.26) 是 不 等 价 的 。 应 用 近似 人 工 边界 条 件 (1.5.26) 将 二 维 Helmholtz 方程 
外 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 简化 可 得 : 


—AuN — k2uN = f(z), Vr € 1;, (1.5.27) 

uN|r = g(a), (1.5.28) 
ƏN . N 5 N 

Fe — iku ) La Sw(uN|ra). (1.5.29) 


对 近似 问题 (1.5.27)~(1.5.29) 有 下 面 的 唯一 性 定理 成 立 : 

定理 1.5.1 ”对 任意 非 负 整 数 N 和 任意 实数 上 > 0, 近似 边 值 问题 (1.5.27)— 
(1.5.29) 至 多 有 一 个 解 。 

证 明 ” 设 边 值 问 题 (1.5.27)~(1.5.29) 有 两 个 解 wi(z) 和 ua(z), +: 


E(x) = u(x) — uə(z), Vz € Mi, (1.5.30) 
W E(x) 满足 : 
-AE—kE=0, Vr EM, (1.5.31) 
E|r = 0, (1.5.32) 
(= - ine) = Sw(Blra). (1.5.33) 
Tr 


H E WIRI E RHF (1.5.31) 在 Q, 上 积分 并 分 部 积分 可 得 : 
2 2 2 A E pan i 
J sz dz — k fe deik f EEds = J: Sy(E|r_)Eds (1.5.34) 
另 一 方面 El, = E(R, 0), 将 其 展开 为 傅 氏 级 数 : 


5 
E(R,0) = 2 + $ (en cosng + f,, sinn0), 


n=1 


在 区 域 2. 上 引进 辅助 函数 : 
N 


H§ (kr) eo F HW (kr) 
HỌ? (kR) 2 áz Hh (kR) 


En(r,0)= (en cosng+fnsinng), R<r< o, 


(1.5.35) 
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函数 Ey 在 无 界 区 域 Q. 上 满足 : 


—AEy —k?Ey =0, Vr e Qe, (1.5.36) 
Enlra = En(R,9), (1.5.37) 
OE. š 1 r 

二 —ikEy = oa) 当 r 一 co 时 . (1.5.38) 


QR,» = {x | R < |x| < p}, 
Ty = (z | lal =p}. 


用 By (z) R Helmholtz Jy Ë (1.5.36), 在 QR,。 上 积分 得 : 


f IVEw/ta— x f wara 人 PEN Bnds 
fn. 


Rn 
- | (= ~ikEy) Bwas +ik | |EwPds, Vp > R, (1.5.39) 
Tp ðr T 
由 By 满足 Sommerfeld 条 件 (1.5.38) 和 第 一 类 Hankel 函数 HL” (kp) 的 渐 近 展 
开 式 (Andrews, 1992, P.318) 可 得 : 


BN i 
Am f. (= -ikEn) Ends = 0, 

"a A 
lim i EyByds ww + soe tind (1.5.40) 
pee T RAPER Ay RHO RR)? 


在 等 式 (1.5.39) PS p 一 co, 我 们 得 到 : 


j IWEw az- K? f |Enļ?dz — ik tim, f |Bwl2ds 
Qe Re poo Jr, 
-J PEN puas. (1.5.41) 
TR Or 
注意 到 算 子 Sw(B|ra) 的 表达 式 (1.5.26), W: 
Sy(Blrq)Eds= f Sv(Bwvlra)Bvds 
Tr 


=f (= - ikEn )Ēnds 
r 


Tr 


=j 9EN puda | EyByas. 
re Or Pa. 
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HERRA (1.5.34) 得 到 : 
VEJdz-k2 | IEldr-ik/ BEd. 
IvVEl*dz Ji dr — ii 人 š 


= 人 OF Bas — ik f En Ends. (1.5.42) 
Tr 
将 式 (1.5.41) 与 式 (1.5.42) 相 加 取 虚 部 可 得 到 : 
BEas— f Ey Ends + üm f Ey Ends = 0. (1.5.43) 
Tr Tr 0 一 co Jr, 
由 一 个 简单 计算 可 得 : 
Ë = ` x, _ y 
be EEds 一 人 Ey Ends = 8 >. 5 (enë, + fnfn). (1.5.44) 


综合 等 式 (1.5.40), (1.5. R) (1.5.43) 我 们 得 到 : 


leol? len? tlf? R SS Teple 
2k| HÈ (kR)|? + 22 led =o 


n=N+1 
由 此 可 得 : 
en = 0, n , 1, 
fn = 0, =1, 
OE 
因而 Bra =0, 地 | = 0 FH B(x) = 0, Vz € Me 定理 获 证 。 . 
TR 


1.5.2 三维 Helmholtz 方程 外 问题 的 Dirichlet to Sommerfeld 映射 


我 们 讨论 三 维 Helmholtz 方程 外 问题 (1.5.1)~(1.5.3)， 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 
的 解 u 在 无 界 区 域 8。 上 的 限制 满足 : 


—Au—ku=0, Vr e Re, (1.5.45) 
ulra = u(R,0, ç), (1.5.46) 
Ou . 1 y 

iku = o(-). 4 r> oo. (1.5.47) 


u EATUR TR (此 时 TR 是 以 原点 为 中 心 , R 为 半径 的 球面 ) 上 的 值 u(R, 0,9) 
是 未 知 的 。 如 果 函 数 u(R, 0, p) 为 已 知 函 数 ， 则 问题 (1.5.45) ~(1.5.47) 存在 唯一 
u, u 可 由 下 式 给 出 : 

aoo AM (kr) AD (kr) 
2 nM eR) <n (KR) 


u(r, 0,p) = Cna P{® (cos 0) 


n 
+ = Pm) (cos 8)(anm cos mọ + bam sin my)}, r>R, (1.5.48) 


m=1 
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其 中 {anm, bnm}  u( RO, p) 在 球面 Pa 上 的 傅 氏 系数 , 由 (1.4.63) 和 (1.4.64) 
给 出 ; AD (p) 表示 第 一 类 球 Hankel 函数 (Andrews, 1992, P. 309)。 在 人 工 边界 
TR RANA: 


(Gm) 


_ kaoo hÚ) (kR) — ih (kR) + So PE (RR) — iMt (ER) 
rae 2 hP (kR) = hP (kR) 


n 
. {FPO (cos) + > P(m)(cos @)(anm cos mç + bnm sinmy)}. (1.5.49) 


m=1 
将 {anm, bnm} 的 表达 式 (1.4.63) 和 (1.4.64) 代入 上 式 并 应 用 Legendre 函数 的 
加 法 定理 可 得 : 


(# w), 


k hÜ (kR)— iA (kR) 


= xR? nS) (eR) Pi Na 
hÑ (kR) — ii (kR) 
+ tar? >l iia hP (kR) 
(n — m)! 
š (J: u(y) P2(cos €) P? (cos 0)ds, + 2 > ee = mil 


. f u(y) PP" (cos €)?" (cos 0) cos(p —)dsy), 
n, 


R 


k hÜ (kR)— ih (kR) 


CR (ER) pe i 
© k(2n + 1) AW (kR) — ih (kR) 
phe Tak? OER u(y)Pa(cosy)dsy, (1.5.50) 


其 中 ， 
P(t) = Pn(t), 
cos(y) = cos € cos @ + sin € sin cos(p — Y). 
等 式 (1.5.50) 是 三 维 Helmholtz 方程 外 问题 (1.5.1) ~(1.5.3) (n = 3) WAR u ÆA 


TAR Pa 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 在 式 (1.5.50) 右 端的 级 数 中 取 前 面 X+1 项 
作为 近似 , 我 们 得 到 一 系列 近似 的 人 工 边界 条 件 : 


ou. kA (KR)-ih (kR) k(2n+1) 
(iu) r eR? hR) Je u(y)dsy +y Mo Ink? 
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a)’ (kR) — ih kR) 
A (kR) 


应 用 人 工 边界 条 件 (1.5.51) 可 将 三 维 Helmholtz 方程 外 问题 (1.5.1)~(1.5.3) 简 
化 为 有 界 计算 区 域 Q 上 的 近似 问题 : 


J u(y)Pn(cosy)dsy, (1.5.51) 
Tr 


—AuN — k2uN = f(z), VIER, (1.5.52) 
uN|r = g(x), (1.5.53) 
BuN kn (kR) — ih (kR) 
— ikuN = oe y uN (y)ds, 
( ðr ) re AR? hO (kR) Tr i 
N 
k(2n + 1) 
+> 4xR2 
h (kR) — ih (kR) l e 
一 一 一 一 一 一 u” (y)Pn(cosy)dsy, 
hP (kR) Tr ial ee 
(1.5.54) 


对 于 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 近似 问题 (1.5.52)~(1.5.54) ， 有 下 面 的 唯一 性 定理 : 
定理 1.5.2 ”对 任意 非 负 整 数 N 和 任意 实数 大 > 0, 近似 边 值 问题 (1.5.52)~ 

(1.5.54) 至 多 有 一 个 解 。 . 
定理 1.5.2 的 证 明 与 二 维 情形 是 类 似 的 , 这 里 不 再 详 述 。 

由 近似 边 值 问题 (1.5.27)~(1.5.29) 和 问题 (1.5.52)~(1.5.54) 可 在 有 界 计算 
区 域 2; 上 得 到 Helmholtz 方程 外 问题 的 数值 近似 解 。 

在 本 章 中 我 们 主要 研究 了 二 阶 椭 圆 型 方程 外 问题 的 整体 人 工 边 界 方法 , 此 时 
无 界 区 域 2 是 一 个 有 界 区 域 fo 的 外 部 。 对 于 区 域 2 包含 一 个 无 穷 长 的 带 状 区 
域 (二 维 ) 或 无 穷 长 的 柱 体 (三 维 ) 的 情形 也 有 很 多 研究 , 读者 可 参阅 Hagstrom 
and Keller (1986), Givoli, Patlashenko and Keller (1997), Han and Bao (2000) 
等 。 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han (2005); Han and Wu (1985-A); Han and 
Bao (2000); Han, He and Wu (2000)。 其 他 相关 的 工作 可 参阅 Feng (1982, 1983); 
Yu (1982, 1983, 2002); Givoli (1992); Du and Wu (1999); Ushijima (2001); Han 
and Wen (2003, 2004, 2005); Li and Wu (2004); Koyama (2007). 
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在 这 一 章 中 我 们 讨论 Navier 方程 组 和 Stokes 方程 组 在 无 界 区 域 上 的 数值 
解 。 


2.1 Navier 方程 组 和 Stokes 方程 组 


Navier 方程 组 是 线性 弹性 力学 理论 的 基本 微分 方程 组 (Sokolnikoff, 1983). 
Bu = (ur, uo, us)” 表示 弹性 体 的 位 移 向 量 ; e= (eij)3x3 Al o = (0ij)3x3 表 
示 应 变 张 量 和 应 力 张 量 ， 在 线性 弹性 力学 理论 中 应 变 张 量 可 由 位 移 向 量 以 下 式 给 
出 : 


1/du; ðu o 
eij(u) = (+) 1<i,j <3. (2.1.1) 
应 力 张 量 与 应 变 张 量 满足 Hooke 定律 : 
3 
oij(u) = À (Zeu) y + 2wey, 1<Sij <3, (2.1.2) 
k=1 


其 中 dij 是 Kroneker 记号 , À > 0,4 > 0 是 各 向 同性 弹性 材料 的 Lame 常数 , A, u 
可 由 Young 模 量 E # Poisson H v 给 出 : 


_ Eu _ E 
= HFN) 2+ 


和 (2.1.3) 
进一步 假设 f(z) = (file), fala), fe)" 表示 各 向 同性 弹性 体 在 点 z 处 受 
到 的 体力 , 可 得 三 维 Navier 方程 组 ， 即 三 维 线性 弹性 方程 组 : 


3 
Our 


—pAu; == atol ad =fi(z), i=1,2,3. (2.1.4) 


k=1 


它 的 向 量 形式 为 : 
—pAu — M+WVV u) = f(2). (2.1.5) 


用 应 力 张 量 o HA, Navier 方程 组 有 如 下 形式 : 
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—V + oa(u) = f(z), (2.1.6) 
其 中 ， 
Feel) + olu) + zolu) 
Veo(u)= 到 ma 人 + on, O22(u) + R00) : (2.1.7) 


ð ð ð 
on! (u) + Jr ozz(u) + Jz 


033(u) 
3 


考虑 一 个 特别 情况 , Poisson 比 v = 1/2, W: 


=, A= +oo， (2.1.8) 
3 

Our _ 
DS =o. (2.1.9) 


方程 (2.1.9) 表示 弹性 材料 是 不 可 压缩 的 。 令 : 
1 3 
p= “327m (2.1.10) 


Pp 表示 压力 , 此 时 应 力 张 量 o(u,p) 可 由 位 移 u 和 压力 p 给 出 (Sokolnikoff, 1983, 
P.69. P.79): 


Gij(u,p) = 2ueij — ijp, 1<i,j <3, (2.1.11) 
并 且 位 移 向 量 u 和 压力 p 满足 下 面 Stokes 方程 组 : 
a . 
—nAui + 站 =fi, i=1,2,3, (2.1.12) 
3 
Our 
cue = 9, (2.1.13) 
r= Tk 


方程 组 (2.1.12)~(2.1.13) 可 以 写成 下 面向 量 形式 : 
—pAu+Vp= f, (2.1.14) 
div u = 0. (2.1.15) 
Stokes 方程 组 也 可 用 应 变 张 量 e(u) 压力 p 表示 为 : 
—24V + e(u) + Vp = f. (2.1.16) 
V-eu=0. (2.1.17) 


其 中 ， 
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ð 
or 


ð ð 
zēnu) $ Jne) + Ine) 


ð 
€22(u) + 


Vee(u) = Ta 


a €o3(u) |. (2.1.18) 


ð 
+ 
realu) Ox3 


Ox 


a a (u) $ elu) + eslu) 

Stokes 方程 组 是 描述 线性 不 可 压缩 弹性 材料 的 基本 微分 方程 组 。 事 实 上 ， 
Stokes 方程 组 作为 描述 低 雷 诺 数 情况 下 粘性 不 可 压缩 流体 流动 的 基本 方程 组 更 
为 大 家 所 熟悉 (Happel and Brenner, 1983)。 此 时 u = (u1, uz,u3) 人 表示 流体 的 
流动 速度 , p 表示 流体 的 压力 。 在 这 一 章 中 我 们 研究 二 维和 三 维 Navier 方程 组 和 
Stokes 方程 组 外 问题 的 数值 近似 解 。 

在 二 维 情况 下 , 外 区 域 Q C R?, u = (ur, ua)", f = (fi fe)", g = (0. ga), 
二 维 Navier 方程 组 外 问题 的 提 法 : 

—pAu-(A+pWV(Veus=f, Vee, 
(1) ulr=9, 
u AF, 当 |z| 一 oo. 
二 维 Stokes 方程 组 外 问题 的 提 法 : 
—pAu+Vp=f, vren, 
Veu=0, Wren, 
(Il) ur =g, 
u HH, 当 |x| 一 co, 
p — 0, 当 |z| 一 oo. 
在 三 维 情况 下 , Q C R3, u = (ui, ua, us)", f = (fi, fa, f3)", g = (91,92, 93)". 
三 维 Navier 方程 组 和 Stokes 方程 组 外 问题 的 提 法 : 
—pAu-(A+p)V(Veu)=f, vren, 
(ID ulr = g, 
u — 0, 当 |z| 一 co, 


—pAu+Vp=f, VreQ, 
Veu=0, Wren, 

(IV) ulr=9, 
u—0, 4 |2|— eo, 


2 一 0， 当 |z| 一 co. 


第 2 章 ”Navier 方程 组 和 Stokes 方程 组 的 整体 人 工 边 界 条 件 ,53 


在 下 面 的 讨论 中 假设 向 量 值 函数 f 的 支 集 是 紧 的 , 而 且 Supp f(x) C Bos 
在 已 知 函 数 g(x), f(x) 满足 适当 正则 性 条 件 下 ,问题 (1 )~(IV) 存在 唯一 解 。 
附注 ”这 里 要 特别 注意 二 维 外 问题 与 三 维 外 问题 无 穷 远 处 边界 条 件 的 提 法 
是 不 同 的 。 如 果 将 二 维 外 问题 中 无 穷 远 处 的 边界 条 件 
uti R, 当 |z| 00, 


改变 为 : 
u — 0, 4 |x| 一 co, 
那么 对 应 的 二 维 Navier 方程 组 外 问题 和 二 维 Stokes 方程 组 外 问题 一 般 讲 没有 
解 。 即 在 流体 力学 中 不 能 应 用 二 维 Stokes 方程 组 的 外 问题 模拟 二 维 绕 流 问 题 , 这 
是 大 家 熟知 的 Stokes 伴 雇 (Happel and Brenner, 1983)。 


2.2 Zi Navier 方程 组 的 外 问题 
在 这 一 节 中 考虑 二 维 Navier 方程 组 的 外 问题 ( 1 ), 并 假设 g(x) = 


ð /Ou uz ! 
-Am — (0+ 5 a +o 5) = fia), WeeQ, — (2.2.1) 
ð (Ou, ðu 
-ao = (A+ a at = fol), Wee Q, (2.2.2) 
ulr =0, uə|[r =0, (2.2.3) 
uy, U2 HA, 4 |z| 一 oo 时 . (2.2.4) 


x 


引进 入 工 边界 TR = {zllz| = R, R > Ro}, Tn 将 R 分 割 为 有 界 的 计算 
PR O, MAAK RQ. = 2\Q; ( 见 图 1-1), 并且 户 (z) = 0, fs(z) = 0,Vz € Reo 
本 节 的 第 一 个 任务 是 寻找 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 的 解 (wu1,u2)T EATUR PR 上 
满足 的 准确 边界 条 件 及 高 精度 的 近似 人 工 边界 条 件 (Han and Wu, 1992). 
2.2.1 人工 边界 Pa 上 的 整体 边界 条 件 


问题 (2.2.1)~(2.2.4) KAE (ur, u2)" EKR 9。 上 满足 : 


Ə (du, au _ 

nAn = (A+ Wa aa + >.) =0, Vr e Ne, (2.2.5) 
ð (Ou, eu _ 

-uau = (0+ Ha (E + =) =0, Vre Re, (2.2.6) 

ulra = wi(R,0), ulr = u2(R,0), (2.2.7) 


uu: 是 有 界 的 , 当 |x| 一 oo. (2.2.8) 
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WR ui(R, 0), u2(R, 0) 已 知 , 则 问题 (2.2.5)~(2.2.8) 存在 唯一 解 (u1, u2)" 
为 了 推导 在 Ta 上 的 准确 边界 条 件 , 在 下 面 给 出 问题 (2.2.5)~(2.2.8) 解 的 级 数 表 
达 式 。 

设 (ui(r,9),uz(r,9))T 是 问题 (2.2.5)~(2.2.8) AIRE, W wi(7,9),uz(7,9) 满足 
双 调 和 方程 , 即 : 

Au =0, Vr e 2, 
A2uo2=0, Vz e Re. 
因而 ui(r,0),u2(r,0) 可 表示 为 : 
u(r,0) = (r? — R?)Wi + Gi, (2.2.9) 


ua(r,0) = (r? — R?)W2 + G2, (2.2.10) 


其 中 Wi, We, Gi, G2 是 四 个 待定 的 调和 函数 。 调 和 函数 Gi, G2 可 由 边界 条 
件 (2.2.7)~(2.2.8) 唯一 地 确定 : 


oo 
G1(7,0) = 3 + Yan cosné + bn sinn0)r”" , (2.2.11) 
=1 
G2(r, 0) = + Yen cosné + dn sinn@)r—", (2.2.12) 
n=1 
其 中 ， 
Re [7 
pe =f u (R, 8) cosn8dð, (2.2.13) 
0 
Re [7 
bn = zy u1(R, 8) sin n0d0, (2.2.14) 
0 
Rn [7 
= =| u2(R, 0) cos nédé, (2.2.15) 
0 
Re [%7 
dn = =| u2(R, 8) sin nbd0. (2.2.16) 
0 


进一步 来 确定 调和 函数 W, Wo, 令 : 


ðu, ， uz 
— =@8:=- 2.2.1 
Bz 十 En e KP, ( 7) 


其 中 ， 


= —. 2.2.18 
ë 入 十 内 ) 
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由 Navier 方程 组 (2.2.5)~(2.2.6) TA P 是 一 个 调和 函数 , 并且， 


P(r,0) = Ye cos n6 + p2 sinn0)r", (2.2.19) 


n=2 


其 中 pl,p2,n = 2,3,.… ,是 待定 常数 。 由 等 式 
Au = A{(r? — R?)Wi} = 42 (om), 
Aug = A{(r? — R?)Wo} = 42 om), 


和 方程 (2.2.5)~(2.2.6) 可 得 到 : 


8 1 ôP 
apr) = Tm’ (2.2.20) 
ð 1 9P 
Rs) = 45, (2.2.21) 
HH P 的 表示 式 (2.2.19) 得 到 : 
= -二 Cn ){pl cos(n + 1)0 + pe sin(n + 1)0}r "t, (2.2.22) 
JE -Èc —n){p} sin(n + 1)0 — p2 cos(n + 1)0}r "+. (2.2.23) 
由 公式 (2.2.20) ~(2.2.23) 可 得 Wi, We 的 如 下 表示 式 : 
m=i Lincoln + Do +phsin(a+ D0, (2220) 
=+ tbh sin(n +1)@ — pẹ cos(n + 1)0}r-""!. (2.2.25) 
4 
直接 计算 可 得 : 
Z1T + 22W2 = aP (2.2.26) 
另 一 方面 由 PP 的 定义 (2.2.17) 可 知 : 
_ ðu Ou 2_ p2, (3W1 aa、 GI 6G2 
=P rs Oaa =2(21W i +22W2)+(r*— R°) eo + a) Ir Bet Bia" 
将 式 (2.2.26) 代入 上 式 得 到 : 


1) p= G2 ma(9 枉 | 22) , OGr , 3G 
-(n+5)P=¢ a ie ja od Or, t Ox." 
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在 人 工 边界 TR E, 由 上 式 可 得 


1 aG! , ac， 
(«+3)Plra=- (52° + 52) a (2.2.27) 
由 于 也 与 CL + 262 都 是 oie RAR. WE O E 
ry ðr 
1), 8G: , ac 
(« + 5)P = Nae j a) (2.2.28) 


并 且 ， 
(m+ 5)Ph = m- 1)(@n-1 ~ dna), 


(n+ 2): =(n-1(bn-1+¢n-1), n=2,3, 
至 此 我 们 得 到 了 圆 外 区 域 Ne 上 问题 (2.2.5)~(2.2.8) 的 解 (ur, u2)? 的 级 数 形式 。 


我 们 进一步 分 析 在 人 工 边 界 Fa 上 的 应 力 , 由 Hooke 定律 : 


oa = À@ + mse, (2.2.29) 
au a 
012 = on = ee + at (2.2.30) 
022 =O + zuana, (2.2.31) 
72 


由 上 式 可 得 到 作用 在 边界 Tr 上 的 外 法 向 应 力 on = (ol,02)T: 
a} = o11c0s0 + o12 sin0, (2.2.32) 
o2 = 021 cos 0 + oz sin 0. (2.2.33) 


综合 (2.2.9)~(2.2.10), (2.2.17), (2.2.29)~(2.2.33) 得 到 : 


l= (2 _ AKP cos0 + p(B cosg + Fat snd) ) 


Or Ori Tr 
L — AKP cos 0 + 2pr(Wi cos 0 + W2 sin 0) + we cos 0 
+u522 sino} 区 
Sp {= -P cos 04 > P cos0 $ ni cos0 + = sino} N 


(2.2.34) 
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进一步 通过 计算 可 得 : 


(22 = Peso) =2RW. 1 — P(R.0)cos0 
or =i 
_ 2+2k 0G1 1 ôG 
一 I++ 下 | r (+25) 00 (22.88) 
由 等 式 (2.2.28) 可 得 : 
But _ ap+A 2 /_ ôG ôG 
BOE P(e) 0080 EEA On a) Mai 
= (G1 , 2C2 
=- = = )| cose. (2.2.36) 
将 式 (2.2.35), (2.2.36) RAR (2.2.34) 我 们 得 到 : 
1 “$= 24+ 2% ðG _ 2k ƏG; 
on(ualrastalrn) = # (TT G+20R 00 ) (2.2.37) 
完全 类 似 地 可 得 : 
2 _，(2+2k0G2 2k óG, 
oa(ualraalrn) =n (TF or + (1 +2⁄)R 00 ) (2.2.38) 


将 等 式 (2.2.13) ~(2.2.16) RAER (2.2.11) (2.2.12), 然后 将 其 代入 式 (2.2.37)~ 
(2.2.38) 我 们 得 到 外 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 在 人 工 边 界 Tk 上 满足 的 准确 整体 人 工 
边界 条 件 : 


pe 


2+2 on 
italod) = Taq a La") Í R Aeon- ao 


2K 2r . 
+= >. uə2(R,ó)sinn(0 — ġ)do 


=T (u|rr u2|rr) (2.2.39) 


2 十 2 28 
ule ualra) = Toa O f, valo oon(0 -Wao 


ese n f” ui(R, ġ)sinn(ð — ġ)do 
= To(u|rr:u2|rr)- (2.2.40) 


将 等 式 (2.2.39) ~(2.2.40) 中 的 积分 进行 分 部 积分 可 得 到 另外 两 种 等 价 形式 : 


27 Ou (R,ó) .. 
oh(uil res ualra) = Tas 28 Yeo f PaA sinn(8 — tap 


1+2g&xR 
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kad 2r 
Ou2(R, ç) 
IFR X, op SMO- edh, (2.2.41) 


2 co 2n e 
o2(uil rq, ualra) = EE Lo f Saale) sin n(0 — djdd 


2k H | a 和 9) 


l+2&zxR Z 


2+2x u ax i 
1 三 E3 TT P) = 
on(uilra, u2|ra) 1+2nnR 3 a =f ae cosn(0 — ó)d% 


2k 
Niles 


2+2k pS an Mi ó) 


cosn(0 — ¢)d¢, (2.2.42) 


2r 
inh Zulm e) sinn(6 — ġ)dø, (2.2.43) 


on (ur ra, u2|ra)= I+ 28 aR 4 A Oe cosn(0 — ¢)dd 
2K 1 /2* u(R, 4) 
*T ya He! n Jo Bo San Pde. (2244) 


在 实际 计算 中 , 对 准确 人 工 边 界 条 件 中 的 无 穷 级 数 通常 仅 取 有 限 项 , 例如 取 
WN Si, N=0,1,2,---, 我 们 可 得 到 一 系列 近似 的 整体 人 工 边界 条 件 : 


27 
on(talres alee) = zoe = yen f u (R, @)cosn(0 — ó)dé 
+ Aye af” u2(R, d) sinn(@ — $)d$ 
三 Tiy (uilrps urr), (2.2.45) 
2 2, 2r 
oR (uals ualra) = = pr | u2(R, ó) cosn(8 — d)d¢ 
É OK ZR Hon 人 ui(R,ó)sin n(0 — ó)dó 
=T] Wide wilh (2.2.46) 


由 准确 边界 条 件 (2.2.41)~(2.2.42) 和 式 (2.2.43)~(2.2.44) 也 可 得 与 (2.2.45)— 
(2.2.46) 等 价 的 近似 人 工 边界 条 件 。 应 用 这 些 边界 条 件 中 的 任何 一 个 都 可 以 将 原 
始 外 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 归 化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 值 问题 。 


2.2.2 ”有 界 区 域 上 的 简化 问题 
应 用 准确 边界 条 件 (2.2.39)~(2.2.40), 外 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 的 解 (ur, u2)T 
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在 有 界 计 算 区 域 Q, 上 满足 下 面 的 边 值 问题 : 


ð 
—pAu — À + n)s— dn, + Bas 


(22 uz 
Or, 


) = fi(z), Vz € 2, (2.2.47) 


ð (du, au _ 
pau- (A+) (过 Je) = falz), Vee N, (2.2.48) 
ulr=0, uzlr =0, (2.2.49) 
oN (ulras Ualre) = Ti(ulrr u2lrr), (2.2.50) 
oF (uilras Yale) = Ta(ui|ra, u2|ra)- (2.2.51) 


应 用 近似 人 工 边界 条 件 (2.2.45)~(2.2.46), 外 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 被 近似 地 简化 
为 有 界 区 域 Q 上 的 如 下 边 值 问题 : 


ð (ðu Bud 
= ' PS aL SA 1 2 起 
HAul 一 人 十 “on (= + ca ) fi(z), Va € 2, (2.2.52) 
ð (duN uğ 
=P N _ 2 1 V. £1, ' 

HAuw2 一 (入 +H) aa ( Gz, t i) falz), Vz € 2, (2.2.53) 
ul'|r=0, uZ|r=0, (2.2.54) 
on (UN res u? Ire) = TH (uP |ras ud Irr), (2.2.55) 
on (UN [res U2 Ire) = TH (uN Ire ud rn): (2.2.56) 


引进 空间 出 = {v | v € H1(Q),v|r = 0), 3 B. Vo = Vo x Vos Vo Æ H1(0,) 
的 子 空间 , Vo 是 H(A) x H (O) 的 子 空间 。 对 Vo 中 的 任 一 元 素 = (v, v2)", 
范 数 lollo 的 定义 如 下 : 


lvl? = ji [v2 + o2 + [Vor |? + |Voo|2]dz. (2.2.57) 
Ni 
边 值 问题 (2.2.47)~(2.2.51) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 
HR u = (u, u2)" € Vo, ff 
(2.2.58) 
A(u, v) + B(u, v) =| f» vdr, veW, 
N; 


其 中 ， 
Ou ouz\ ro v2 Ou, Ov, | Aue Ove 
Alun) = i. pc Gii a) es ba s=) = (ae 2m Bis, A) 


ð ð Ov 
+a + fu) (2 +52) har, 
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Blu,v) = mee m [Musics 19) Ən) (R, 0) 


1 十 2k 工 O 


4 Bua (R, é) Əuə (R, 0)] cosn(0 — $) 
ð$ 00 ] md 


2k Si G _ 9) Oui (RA) 0) 
HIFZ O 


Bu (R,ç) é) Ove(R, gait a ó) ddd. 


—əæ æ 
进一步 令 : 
242K u s as = ¢) Ovi(R,0) 
B= aeey / J 00 
Ou2(R, $) Ove(R, 8) scent = ó) 
+ a6 00 dod 
2k seal ni dual d) $) Ou (R, 0) 
iT +2Kx “yf J. [- O 
Bu (R, 9) ¢) Ove(R, Ov2(R, 4) sinn(0 — $) 
E 0 | a p: 
则 近似 问题 (2.2.52)~(2.2.56) 等 价 于 下 面 变 分 问题 : 
Ru 8 W, tf 
A(u% ,v) + Bn(uN,v) = i f. vdr, Vo € VY. (22.09) 


从 双 线 性 形式 Alu, v), B(u, v), By(u,v) 的 定义 可 知 它们 是 对 称 的 。 为 讨论 
变 分 问题 (2.2.58) 和 变 分 问题 (2.2.59) 解 的 存在 唯一 性 ， 需 要 对 上 述 三 个 双 线 
性 形式 的 性 质 进行 深入 的 讨论 。 我 们 有 ( 见 Han and Wu, 1992, Han and Bao 
2001): 

引 理 2.2.1 A(u,v) 是 定义 在 Vo x Vo 上 对 称 、 有 界 的 双 线性 形式 并 满足 
强制 性 , 即 存在 常数 Mo > 0,ao > 0, 使 : 


|A(u,v)| < Mo || u lloll v lls, Vu,ə € Vo, (2.2.60) 
A(v,v) > a || vl, Vo € Vo. (2.2.61) 


TEA ” 双 线 性 形式 A(u,v) 的 对 称 性 和 有 界 性 可 由 定义 直接 得 到 ，4(u,v) 
的 强制 性 即 估计 式 (2.2.61) 可 由 Korn 不 等 式 得 到 。 . 
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对 双 线 性 形式 B(u,v) 和 By(u,v) RIE: 
引 理 2.2.2 B(u,v) 和 By(u,v) 是 定义 于 Vo x Vo 上 的 对 称 、 有 界 双 线 
性 形式 , 即 存在 常数 M > 0, 使 


|B(u,v)| < Mi || u lloll v llv u,v € Vo, (2.2.62) 
|By(u,v)| < Mı || u lloll v llo, u,v € Vo. (2.2.63) 
而 且 ， 
B(v,v) >0, vve W, (2.2.64) 
By(v,v) 20, Wv € W. (2.2.65) 


证 明 ”由 Sobolev 空间 有 S(TR) 的 一 个 等 价 范 数 定 义 (Lions, 1971): 


i. Se 
Vu) (R,0) € HS(TR) & u (R,0) = < + Y (al cosn + bl sinng), 


n=1 


并 且 ， 
2 (a)? ~ 2s[, 12 152 " 
lu Bare“ + Do ns faH O] <oo， (2.2.66) 
n=1 
ka|š r, = Dm)s [(ah)? + (01)2]. (2.2.67) 
n=1 


la lls,ra 和 luals,ra 是 空间 HS(Ta) 的 一 个 等 价 范 数 和 半 范 数 , 其 中 S > 0。 
对 于 任意 u,v € Vo， 由 迹 定理 可 知 , wi|ra,uz|rasvi|rasv2|ra € H1/2(Ta), 将 
它们 展开 为 傅 氏 级 数 可 得 ; 


6 
tilre = w(R,0) = 2 +Y (ai cosn6 + bi, sinn), i=1,2, — (2.2.68) 
=1 
, “° 
vilra = vi(R, 0) = 2 + (dh cosné + disinng), i=1,2. (2.2.69) 
n=1 


由 五 1/2(TR) 中 等 价 范 数 | ll1/2,rr 的 定义 (2.2.66) 可 得 : 


NuR O) hra {SHE + E nlai)? + 083) < 00, 1=1,2, (2.2.70) 
n=1 


I 6,0) a = (EE + Smile)? + (202) <o i= 1,2. (2.2.71) 
n=1 
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将 等 式 (2.2.68)~(2.2.69) 代入 双 线性 形式 Blu, u), 通过 直接 计算 可 得 : 


2(1 + x)xu < 
|B(u, v)| = we 2 mann + bid}, + a2c? + b2d2} 
4 2am 2 _ pl 2 ql L asb 
+i > n{ald2 — bic? — a2dl + bch} 
4U + n)a 2 + (BL)? + (a2)? + (b2)? wa 
<a 
<i (Ene + (61)? + (a2)? + (82)) 


œ 1/2 
: (> nf(ch)? + (di)? + (c2)? + (22321) 
4(1 + 4), 
< Heese I tlra Miyarall olra lizen 


0 + 6) 
+2k 


<C Iu lell 1, 


最 后 的 不 等 式 由 迹 定理 得 到 , 其 中 C > 0 是 一 个 常数 , 在 不 同 的 地 方 可 以 取 不 同 
WH. B(u,v) 的 有 界 性 (2.2.62) 获 证 。 特 别 地 , 我 们 得 到 : 


Blea) = q + (OA + (a) + 00) + a +08) 
+k(b), 一 a?)?} 20, Vu e€ W. 
对 于 双 线 性 形式 By (u,v), 类 似 地 可 得 到 (2.2.63) 和 (2.2.65)。 a 
下 面 我 们 估计 B(u,v) 与 Bn (u,v) 的 误差 , 其 中 心 是 原 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 
的 解 。 我 们 有 : 
|B(u,v) — By(u, v)| 
u 2(1 + x) 


n{ahcn + bid} + a?e? + bad} 
1 十 2k 
n=N+1 


4 2am 
+I 中 2K 


Ae xo LARP + (h)? + (a2)? + 0092 


a end — ble? — ad! + ict} 


{So nl(eh)? + (aby? + (2)? ey 
n=1 
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< mr Èn [(ah)? + OL) + (02)? + (62)?]} 


{Eea + ey 


IN 


Of > nflaly? + ob? + 2)? + (9)2]) 2 | ə [vara 


n=N+1 


cf Y naO + 0) lol, Yuve W. 


n=N+1 


IN 


(2.2.72) 


进一步 我 们 知道 在 区 域 r > Ro 上 u 满足 齐 次 Navier 方程 组 (2.2.5)~(2.2.6). 将 
u #E To(To = (= | |z| = zo) ) 上 的 值 展开 为 傅 氏 级 数 可 得 : 


u (Ro,0) = Po ay (pn cosn@ + gq, sinng), i=1,2. 


n=1 


通过 类 似 于 在 2.2.1 节 的 讨论 , 在 区 域 r > Ro 上 原 问题 的 解 u 可 以 由 伟 氏 系数 
{pig} 表示 出 来 。 特别 地 , "4 r = RB, 有: 
ui(R, 6) = 22 + Silat cosn0 + bi sinn0), i=1,2, 


n=1 
其 中 ， 
ph, n=0,1,2, 


1 | (n=2)(R? — RG) 


Pr 2x + DR (ph-2 — 2), n> 3, 


A 07 1 ag > 
Qn 22k +1) RB (gn-2 — Pn_2), n>3, 


PÈ, n=0,1,2 


(n — 2)(R? — Rĝ) 
Pn + gn + DR 


qa n=1,2 


(qa-2 —Pr—2), n 23, 


(n — 2)(R? — R3) 
2+ “SOx FIRE Pr 


KER {a}, bh,02,b2} 的 表达 式 代入 (2.2.72) 可 得 : 


—G-2), n23, 


Ravn qa n=1,2 
m= (Fe) | , , (a2) - nb) 
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Bu) - Briu o)l <e (FED Y m [012 + hy? 


n=1 


1/2 
HPH} lol 


max{1,N—1} 
<o(*) [uls/a,r5 II | Vo € Vo. 
立刻 可 得 下 述 引 理 : 
引 理 2.2.3 下面 估计 式 成 立 
max{1,N—1} 
|B(u, v) — Bw(u,v)| < (2) lulsjars ll lles Ve € Vo (2.2.73) 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N 的 常数 。 a 
综合 引 理 2.2.1~2.2.3 的 结果 , 应 用 Lax-Milgram 定理 可 得 : 
定理 2.2.1 ”假设 有 ,有 € H(A) WEDE (2.2.58) 存在 唯一 解 
u € Vo. 且 变 分 问题 (2.2.59) 亦 存在 唯一 解 UN € V0。 车 进一步 假设 ul, € 
H°/? (Lo) x H3/2(T0), 则 下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 


pee 


lu-u” |< o(> |u|s/2,r9- (2.2.74) 
R 


. 
2.2.3 简化 问题 (2.2.59) 的 有 限 元 近似 

在 这 一 节 中 我 们 讨论 有 界 计 算 区 域 O, 上 简化 问题 (2.2.59) 的 有 限 元 近似 。 
为 了 叙述 上 的 方便 , 在 这 一 节 中 设 P 是 一 个 多 角形 区 域 的 边界 。 为 了 构造 Vo 的 
有 限 元 子 空间 ,首先 将 有 界 区 域 OQ, 剂 分 为 有 限 个 三 角形 单元 ， 由 于 圆周 Pa 是 
Q 的 边界 的 一 部 分 , 对 Q, 进行 三 角 前 分 后 所 得 到 的 三 角形 单元 中 有 一 部 分 为 曲 
边 三 角形 , I, 为 所 有 三 角形 单元 组 成 的 集合 并 满足 : 


(u K)U( U &). (2.2.75) 


KEJh 


其 中 K 为 三 角形 单元 , K 为 曲 边 三 角形 单元 , 它 的 一 条 曲 边 在 人 工 边界 TR 上 。 
假设 剖 分 Jn WE: 


BK ey, VK,K € Jn, (2.2.76) 
PK 


其 中 y 为 一 正常 数 , hx 为 三 角形 单元 的 直径 , pke 为 三 角形 单元 内 切 圆 的 直径 ， 
H h = max, ge y, {habe 首先 在 区 域 Q, 上 引进 Vo 的 有 限 元 子 空间 V: 


VÈ = {v| ve Vo, vle 和 vl ERER YK, K EI}. (2.2.77) 
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a: 

Vit = Vit x VP, (2.2.78) 
Vit 是 Vo 的 一 个 有 限 元 子 空间 。 在 变 分 问题 (2.2.59) 中 用 VE 代替 Vo, 我 们 得 
到 变 分 问题 (2.2.59) 的 有 限 元 近似 。 


uN e vh, 4E 
l A(uN:h v) + By(u™*, v) i fevdr, o € V. sm) 
Ni 
由 Lax-Milgram 定理 可 得 : 
定理 2.2.2 ” 变 分 问题 (2.2.79) 存在 唯一 解 NA € Vh. . 
进一步 我 们 可 得 到 下 面 的 误差 估计 : 
定理 2.2.3 Ku = (ui,u2)T 是 原 问题 (2.2.1)~(2.2.4) 的 解 ， 并且 在 区 域 
Q, E u; € H2(0,) (j = 1,2), 则 下 面 误差 估计 式 成 立 : 
RE 


lu uh linc C{hlulan, + (F 


lulsya,ro }» (2.2.80) 


其 中 常数 C > 0, 不 依赖 于 N A ho 
证 明 ”由 变 分 等 式 (2.2.58) 和 (2.2.79) 可 得 : 


A(u—u"",v) + By (u — uh v) = By(u,v)— B(u,v), Vo € W. (2.2.81) 
对 任意 o* € Vë, EHER (2.2.81), 估计 式 (2.2.60)~(2.2.63) 和 (2.2.73) 可 得 : 
lunt -o 2 < atau — u" uNh _ yt) 
+BN(uN — ot u Nh _ yt} 
= {alu — vu" ot) + By(u—v*, uN" — v”) 
+B(u,uN — v*) — By(u, uN" — v*)} 
et veh 


n Cc ayer? 


|| llsy2,roll u™” — v* Ie - 
因而 我 们 可 得 : 


|| wh —v* |< 


Mo+Mi C / Roy max{1,N-1} 
ae ( ) llu lls/2,r05 


u-v" |lv+ 
lu- v+ (g 


vor € V. 
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应 用 三 角 不 等 式 


llu — u™* ||<|| u ov lv + || uN — vw, 


可 得 : 
Mo + M; 
— uN | < 0 1 去 
luu << (1+) lu 
C /Roymax(1,N-1) 
+52) 
即 ， 


Mo + Mi 
—uNh || < 0 1 
uu ls (145) 


R 


ao 


n" c as 


v” ||: 


最 后 由 有 限 元 子 空间 VE KEERT EHER (2.2.80). 

附注 2.2.1 ”估计 式 (2.2.80) 中 的 常数 C 对 R (R 表示 人 工 边 界 的 位 置 ) 
的 依赖 关系 在 定理 2.2.3 中 没有 给 出 ， 原 因 是 没有 对 引 理 2.2.1~2.2.3 中 的 常数 
ao, Mo, Mi,C 对 R 的 依赖 关系 进行 深入 的 讨论 。 在 论文 (Han and Bao, 2000) 
中 , 对 这 一 问题 进行 了 深入 的 讨论 , 得 到 了 误差 对 N (人工 边界 条 件 精度 ), h ( 单 


元 尺寸 ), R (人 工 边界 的 位 置 ) 的 依赖 关系 。 


Yu" € Vo, (2.2.82) 


Ilu llar2m Vo" € VË, 


inf || w—v* ||, 
waa lv 


Ilu |lay2, r - 


2.3 —# Stokes 方程 组 的 外 问题 
我 们 考虑 二 维 Stokes 方程 组 外 问题 (I ), 并 假设 g(z) = 0: 


—2uV + e(u) + Vp = f 
Veu=0, Wren, 
ulr = 0, 

u 有 界 ， 当 |z| 一 oo, 
p—0, 当 |z| 一 oo. 


方程 (2.3.1) 是 方程 (2.1.14) MEEK. Rí 
R, R> Ro}, TR 将 区 域 8 分 割 为 有 界 的 计算 


> Weed, 


引进 人 工 边 界 Cr = {x | |z| = 


KIR Q 和 无 界 


KR Ne = QNQ, 


( 见 图 1-1), 并 且 假设 f(z) = 0,V=z e Ree 首先 讨论 Stokes 外 问题 (2.3.1)~(2.3.5) 
在 人 工 边 界 Fa 上 的 准确 整体 人 工 边 界 条 件 和 高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 。 
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2.3.1 ”高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 
考虑 问题 (2.3.1)~(2.3.5) 的 解 (u,p) 在 区 域 9。 上 的 限制 ,(w,p) 满足 : 


—2uV s e(u)+Vp=0, Vre 2, (2.3.6) 
Veu=0. Wren, (2.3.7) 
ulra = u(R, 98), (2.3.8) 
uti, 当 |z| 一 oc, (2.3.9) 
p>0, 当 |z| 一 oc. (2.3.10) 


由 于 位 移 向 量 在 人 工 边界 上 的 值 w( 忆 ,bg) = (ur (R.A), u2(R,0)) 是 未 知 的 , 边 值 
问题 (2.3.6)~(2.3.10) 不 能 独立 求解 。 如 果 u(R.0) 已 知 ， 则 边 值 问题 (2.3.6)~ 
(2.3.10) 存在 唯一 解 (u, p), 通过 下 面 的 分 析 我 们 给 出 (u, p) 的 级 数 表达 式 。 假设 
US TL u = (ur, u2)™ 有 下 面 的 形式 : 


= (p2 _ pa OW k 
w = (PBS tO i=l (2.3.11) 
其 中 G1, G2, W 是 Qe 上 三 个 待定 的 调和 函数 。 


首先 应 用 边界 条 件 (2.3.8) 和 (2.3.9), 调和 函数 Gi, G2 可 以 由 下 述 边 值 问题 
唯一 确定 (7 = 1,2): 


AG; =0, Vz E Ra, (2.3.12) 
Gjlra = uj(R, 6), (2.3.13) 
G; 有 界 , 当 |zx| — ov. (2.3.14) 
进一步 可 得 到 : 
æ 
Gi = FE > an cosn0 + bn sinn0)r"", (2.3.15) 
co = 
G2 = > +>. cosn0 + dn sinn@)r—", (2.3.16) 
其 中 
Ra 72r 
an = =i ui (R, 0) cos néd6, (2.3.17) 
x Jo 
Rn 72 
bn = = ui(R.0)sin n0d0, (2.3.18) 
0 


np 
cn = mf u2(R.0)cosnë0d60, (2.3.19) 
0 
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Re [7 
dn = =f u2(R, 0) sin n6dd. (2.3.20) 
0 


为 了 确定 调和 函数 W, 将 u 的 表达 式 (2.3.11) 代入 方程 (2.3.7)。 我 们 得 到 : 
ow ow OG, + as) 


5 +25 = (Be Dara” 


,OW _ _1/68G) , AG 

roe aa t'a) 

H Gi, G2 的 表达 式 (2.3.15)~(2.3.16) 通过 计算 可 得 : 
1/8G, 9G 


_1/9G1 | 39Gz\ Sam, _ 8 i -n-1 
( De + =) > AGI dn) cos(n + 1)0 + (bn + cn) sin(n + 1)6}r ç 


因而 由 等 式 (2.3.21) 可 得 到 W 


(2.3.21) 


-n-1, 
> > Hara tien — dn) cos(n + 1)0 + (bn + en) sin(n + 1)0}r 


为 了 得 到 压力 p, 将 的 表达 式 (2.3.11) 代入 方程 (2.3.6), 我 们 得 到 : a 
Ennio oni) 
25 BLAM p — 0, % |z| — oo 时 ,我 们 得 到 ， 
py 人 下 和) = rr 


=2p S° n{ (an — dn) cos(n + 1)0 + (bn + cn) sin(n + 1)0)r "1. (2.3.23) 
n=l 


对 于 给 定 的 u(R,0)， 我 们 得 到 问题 (2.3.6)~(2.3.10) 的 唯一 解 (wu,p)，w HR 
(2.3.11) 给 出 , p 由 (2.3.23) 给 出 。 进 一 步 我 们 分 析 作 用 在 人 工 边界 Ta 上 的 应 
力 。 由 式 (2.1.11) 可 得 : 

Ou, 


oll = 2pe1(u) — p= P= 2a =P, (2.3.24) 
ð ð 
oa = 2per2(u) = “(an + ma) (2.3.25) 
a a 
021 = 912 = "(= + ar.) (2.3.26) 
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= Duane) = p= one (2.3.27) 
022 = 2Je22(u) — p = Han, P: 3. 
由 此 得 到 作用 在 边界 Fa 上 的 外 法 向 应 力 为 rn = (ol,02)T; 
1 = (011cos0 + 012 sin9)|r,, 
A = (021 cos 0 + oz2sin 8)| rp- 
将 (2.3.24) ~(2.3.27) 代入 上 式 可 得 : 
Bu Ou _ Ou2\ ， 
1_ in _ ey, Se 
= [e ) cosb + "(= + Ir, ) sno} 属 $ (2.3.28) 
Ou, , Ou Ou 
2 kei Mion —— pa 
ga = p + eal] cosb + (205 ) sina} 站 (2.3.29) 
将 u 的 表达 式 (2.3.11) 和 p 的 表达 式 (2.3.23) 代入 上 式 我 们 得 到 : 
1= fp? _48Ga _  (220W | OW 
n= fu ôr r 00 2u( r 00 |! Bp ) a (2.3.30) 
P ðG: ðG x, OW ow 
2= e BN Lig f <Low. OW 
n= fu ae te ow T +g, )) ns (2.3.31) 
通过 计算 可 证 明 下 面 等 式 成 立 : 
Z2 OW ow ú OG, 10G2 
=a (° oð +m) “(Z o)l (2.5.32) 
“dW | OoW\| _ /9G; 13G 
-2 (-25 +m), ` (Fe 7 0) |," (2.3.33) 
将 等 式 (2.3.32), (2.3.33) 代入 (2.3.30) 和 (2.3.31) 可 得 : 
t= p SG. 
on = 2p S= w (2.3.34) 
OG; 
o? = 21 —2 2.3.35) 
Or |r, ( 


G1,G2 是 Q, 上 的 调和 函数 并 且 Gilra = u(R,0), G;|r, = u2(R,0). HÆ 
1.2.1 节 中 得 到 的 Laplace 外 问题 的 Steklov-Poincare 映射 的 六 个 等 价 形式 ， 作 
用 在 人 工 边界 上 的 法 向 应 力 cn = (01,02) 可 由 ui (R, 0), u2(R, 0) 表示 。 例 如 应 


用 Steklov-Poincare 映射 公式 (1.2.15) 可 得 : 


1 wga a cosn(ġ — 0) Our(R,d) _ 
o= aR BO Ë 5 a6 dọ = T;(ulr,), 


2 _ we J. 圾 _ 
on = aR BO A = ap 1 = Ta(ulre)- 


(2.3.36) 


(2.3.37) 
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令 : 
T(ulra) = (Ti(ulra):T2(ulre))*: 
则 : 
on 一 全 (urn). (2.3.38) 
式 (2.3.38) 就 是 二 维 Stokes 方程 组 外 问题 (2.3.1)~(2.3.5) 的 解 (u, p) 在 人 工 边 
F Ta 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 在 等 式 (2.3.34), (2.3.35) 的 右 端 级 数 中 仅 取 前 面 


NÑ, 令 : 
TN (ulra) = (TH (ulra), TH (u|ra))7, 


其 中 
sa 0) ui(R, 
TH (ulre) = - > Í W: ) ae Dag, (2.3.39) 
cosn(ó oa ó) 
D (ulrr) = 人 dd, (2.3.40) 
ys 
则 


on =TN(ulr,), N =0,1,2,:-- (2.3.41) 
是 人 工 边 界 TR 上 的 一 系列 近似 人 工 边 界 条 件 。 
2.3.2 ”有 界 计算 区 域 2; 上 的 简化 问题 及 其 有 限 元 近似 


应 用 边界 条 件 (2.3.38) 可 将 原 问 题 (2.3.1)~(2.3.5) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 
BR Q, 上 的 Stokes 方程 组 的 边 值 问题 : 


—2uV -e(u)+Vp=f, Vr € ñQ, (2.3.42) 
Veu=0, VIER, (2.3.43) 
ulr = 0, (2.3.44) 
on = T(ulr,)- (2.3.45) 


应 用 人 工 边 界 条 件 (2.3.41) 可 将 原 问题 (2.3.1)—(2.3.5) 近似 地 简化 为 有 界 计 
算 区 域 Q 上 的 Stokes 方程 组 的 边 值 问题 : 


—2uV -e(u%)+VpN =f, Vr e€ ñQ, (2.3.46) 
Vu =0, vre Q, (2.3.47) 
uw |p = 0， (2.3.48) 


On = T" (urp). (2.3.49) 
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引进 空间 
Vo = {vive H'(Q), vir =O}. 


a, 
Vo=VoxVo, W =L? (A), 


则 边 值 问题 (2.3.42)~(2.3.45) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 
(u, p) € Vo x W, 1E 


A(u,v) + Ao(u, v) + B(p, v) = / 了 .uvdz， W € Vo, 
Ni 


B(q,u)=0, Yq EW. 
问题 (2.3.46)—(2.3.49) 等 价 于 如 下 变 分 问题 
找 (uN,pN) € Vo x W, 使 


A(u™,v) + AN (uN, v) + Bip’, wv) =f f. vdr, Wve Vo, 
2 


B(q.uN)=0, vgeW, 
其 中 ， 


A(u,v) = au f > cij(u)eij(o)dz =u f e(u) : e(v)dz 


M j= 


Ao(ue)=— f. T(ulrp) + vds 


(2.3.50) 


(2.3.52) 


(2.3.53) 


(2.3.54) 


-27 T LÈ ou 站 ó) Ovi(R, moone- 2) 4042 


> 


> Z f 人 of Pain é)w(R.0)) cosn(ó — 0)d04ó, (2.3.55) 


N i 
Se f” |” {you Pal.) sean 9) gag 


= 2H PA F nf Soo R, d)vi(R, 0)} cosn(é — 0)d0dó, (2.3.56) 


n=1 


B(q,v)= -J qv + vdr. 


(2.3.57) 


A(u,v) 是 定义 于 Vo x Vo 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 , 即 存在 常数 Mi > 0, 使 


|A(u,v)| < Mi || wlvll v llv, Yu, v € Vo. 
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进一步 应 用 由 Korn 不 等 式 可 得 A(wu,v) 的 强制 性 , 即 存在 al > 0, 使 
A(v,v) > a || v K Vu € Vo. 


这 样 在 空间 Vo 中 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 范 数 | s |: 


lv l= (A(v, v)) 2, Wu € Vo. (2.3.58) 

则 双 线 性 形式 A(u, v) 满足 : 
|A(u,v)| <l u Illl v lle, Yu, v € Vo, (2.3.59) 
A(v,v) >|| v |2, Vo € Vo. (2.3.60) 


对 双 线 性 形式 Ao(w,v) 和 AN (u, v) 和 双 线 性 形式 Blg, v) 有 下 面 引 理 成 立 (Bao 
and Han, 2003): 
引 理 2.3.1 “下面 不 等 式 成 立 ; 


0 < AÑ (v, v) < Ao(v, v) < 3A(v,v) = 3 || v ||?, Yv € Vo, (2.3.61) 


|Ao(u,v)| < 3 || u llall v | Vu,v € Vo, (2.3.62) 
|AQ’(u,v)| < 3 || u lloll v lle, Yu, v € Vo. (2.3.63) 
a 
31 2.3.2 
(i) 
|B(q,v)| < V2 || q ||lwllə lle, Vq € W,v € Vo, (2.3.64) 
(ü) 存在 一 个 不 依赖 于 R 的 常数 By > 0, 使 
sup Bla,v) > po lla llw, Yg € W. (2.3.65) 
vevo\{o} || v lle í 
假设 F(x) = (filz), h(a)" € Ni) x H(A), 应 用 混合 变 分 问题 的 存 


在 唯一 性 定理 (Girault and Raviart, 可 知 变 分 问题 (2.3.50)~(2.3.51) 存在 
唯一 解 (u,p) € Vo x W, 并 且 变 分 问题 (2.3.52)~(2.3.53) 存在 唯一 解 (uN, pN) € 
Vo x W. 

对 于 误差 Ao(w,v) — AÑ (u,v) 有 下 面 的 估计 式 成 立 : 

引 理 2.3.3 ”假设 (u,p) € Vo x W 是 Stokes 外 问题 (2.3.1)~(2.3.5) 的 解 
并 且 ulr, € (Ba/2(To)) >,， 则 下 面 的 估计 式 成 立 : 


Ro\™ax{1.N-1 
|Ao(u,v) - AF (uv) < Co( =) 


证 明 Mf u= (ui, v2)" 的 分 量 wli = 1,2) 在 To 上 展开 为 傅 氏 级 数 : 


} 
lulayz,r || v lle, Ve € Vo. (2.3.66) 
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itgi 


ui(Ro, 0) = 


对 于 任意 weVo, Hv 


vi(R, 0) = 


由 于 (u,p) 在 区 域 |z| > 


讨论 在 区 域 |z| > Ro 上 u 可 表示 为 下 面 级 数 形式 : 
2_ p22 
us (150) = S72 J (nm — ol- a2) eosng 
n=3 
—2 
+(4n-2 — Pha) )sinng} E 
+204 SG! cos nd + qh sino) Z r>Ro (2.3. 
2 n=1 i Ç wee : 
=H 
ualr) = 3 Sn 2)(— (ala + 2a) cosng 
n=3 
n-2 
ie 2-2) )sinng} E 
Po Se cos nd + qh 2 sina) 80, r > Ro. (2.3. 
n=1 
在 (2.3.69) 和 (2.3.70) PS r = R, 我 们 得 到 : 
ui(R,0) = D, Ss cosné + b sinng), i=1,2, (2.3. 
n=1 
其 中 
pi; n=0,1,2, 
1_ (Roy ] " 
a, = (> — 2)(R2 2 (2.3 
( R ) N PEDR R) a Ro) (Ph_2 — G2), n>3, 
a [%. n=1,2 
b= (2 = (2.3. 
(a) q+ 2 ae PD a-a) n>3, 
pa, n=0,1,2 
2 (Roy" 2.3. 
on (z) ” + , —pe_o), n>B3 ( 


i œ 
x + Ds Cosng + qn sin n0), 


i=1,2. 


n=1 


= (v1,v2)” 的 分 量 vwi 在 Ta 上 展开 为 傅 氏 级 数 : 


24 SG cosng + dp sin n0), 
1 


i=1,2. 


n= 


Ro 上 满足 齐 次 Stokes 方程 组 , 类似 于 在 2.3.1 44 


(2.3. 


(2.3. 


67) 


68) 


h 的 


69) 


70) 


71) 


.72) 


73) 


74) 
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2 
@, w= 152 
Ron | 
b= (Re n — 2)(R2 — R? (2.3.75) 
(z) ee! MDs gay np 


将 (2.3.71), (2.3.68) 代入 Ao(u, v) — AÑ (u, v) 可 得 : 


oo 2 
E Donec + bk di) 


n=N+1i=1 


>° 2 1⁄2 
eÍ > n> (an)? +o} 


n=N+1 i=l 


|Ao(u, v) — Ad’ (u, v)| = 2 


oo 2 1/2 
-{ D3 nd (er +c} 


由 引 理 2.3.1 可 知 : 


o0 2 1/2 
val 5 "(ey +))) < VAt, v) < V3 || v ||, Vo € Vo. 


n=N+1 i=l 
(2.3.76) 
进一步 应 用 等 式 (2.3.71) (2.3.75) 可 得 : 


vml Sy o) 


n=N+1 i= 


<af > SC )2 + (q)2) 


n=N+1 


°° 
+ 2 
n=N-1 


1/2 
nie BS (on, )2 + (ai) >) 
i=1 


1 1/2 
so (%) 他 So + ay )) . (2.3.77) 


其 中 Co 是 一 个 不 依赖 于 R 的 常数 ， SRR RANE. 综合 上 述 估 
计 式 , 我 们 得 到 估计 式 (2.3.66)。 . 
设 vh. Wh 分 别 是 Vo 和 W 的 有 限 元 子 空间 , 并 且 VG 和 Wh 满足 下 面 离 
散 的 确 界 条 件 ， 即 存在 一 个 不 依赖 于 h 的 正常 数 8°, 使 
Bl(gn, Vn) 
" Blan: Uh) 
vnevn/{o} | vn || 


>B" |l an llw, Var ew". (2.3.78) 
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考虑 变 分 问题 (2.3.52)~(2.3.53) 的 有 限 元 近似 ; 
(un va’) € V8 x Wh, 使 
Aluk, v) + Ad’ (uğ, v) + Bp, v) =f f. vdr, Vo € Vh, (2.3.79) 
Mi 
B(qn, uN) =0, Vq. € WH. (2.3.80) 
在 条 件 (2.3.78) 下 ,离散 变 分 问题 (2.3.79)~ (2.3.80) 存在 唯一 解 (uN, pN), 并 且 
下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 
定理 2.3.1 假设 (wu,p) € VoxW 是 Stokes 方 程 组 外 问题 (2.3.1)~(2.3.5) 的 
Ñt, 并 且 ulr, € (H3/2(T))2. (u, p) © Vi x W 是 有 限 元 近似 问题 (3.3.79)~ 
(2.3.80) 的 解 ， 则 下 面 的 误差 估计 式 成 立 ，。 


lu- uk le + lp- p" lw Cf it | u— of ll. 
vnEVS 


max{1,N—1} 
+ ing, Pan lw (Py 
其 中 Co 是 一 个 常数 ,不 依赖 于 R. h AN, 

证 明 ”由 变 分 等 式 (2.3.50)~(2.3.51) 和 变 分 等 式 (2.3.79)~(2.3.80), 可 知 误 


差 (w 一 uN,p 一 pN) 满足 : 


A(u -uf ,v) + Ad’ (u — ul’, v) + Blp— p” ,v) 


|u\a/2,r }- (2.3.81) 


= Ağ (u,v) — Ao(u, v), vo € Vi, (2.3.82) 
Bl(gu— uğ) =0, Yq e Wh. (2.3.83) 

4: 
Zx = {v| ve Vô; IFA B(gn,v) =0, Va € W"}. (2.3.84) 


Von € Zb, W vn — u € Zn, 并且， 
I] vn — up! |? <An- uf’, vn — ul’) + AN (on — ul, vy — uj) 
=A(u — uj’, vp, —ul’) + AN(u— uN, wv — wh) 
+A(vh — u, va 一 uy) + AÑ (vn — u, vp, — uN) 
=—B(p— ph. vn — uj’) + Ağ (u,v — uğ) 
—Ao(u, va—uj’)+A(v,—u, vn —u) + AN (vn — u,v, — ul’), 
由 于 (vn — ul’) € Zn, 我 们 有 : 
|B(p -prvn — ub )| =|B(p — qh, vn — uj’) 
<V2 || p— m |lwll vn- uR lle, Van e Wh. 
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应 用 不 等 式 (2.3.61) 和 (2.3.62) 可 得 : 
|A(on — u, vn — wd) SIl vn — ls vn — u lle, Von € Zn, 
|AQ (vn — wu, — uR )| <3 || vn — w llel] vn — UP! lle Von € Zn. 
由 引 理 2.3.3 可 得 : 


|Ao(w, vn — up’) — AN (uw, vn — uË )| 


1 ar 


max(1, N — 1)*-! R. 


综合 上 述 分 析 我 们 得 到 : 


< Cof lulaya.ro | on = uË | }- 


|| vn — ult ||, <4 llu- vn lle +V2 || p — gn llw 


Pe) ala 


R lul3/2,ro> Van € Wa, Uh € Zh. 


由 三 角 不 等 式 有 : 


_ uN <cof inf || w— vy |. + ini 一 
Muu .< Co mt Nu- ot l+ inf Ip- a lw 


f 
Wh 


R |ulsy2.ro }- (2.3.85) 


进一步 由 离散 的 确 界 条 件 (2.3.78), Von € Wh 可 得 到 : 


Ai aan 


1 B(gn — Pi: un) 
-PP | &— sup 一 全 一 上 让 :一 
llan- p. |w Bi oe sl 
aon 4 Pety 


| vn Il- | vn ||: 


== sup 
BO s, e V 10) 


1 
和 页 {VY21p 一 人 llw 
0 


+ sup 
vneVg'—{0} 


£ (Auu m tA uut vt due o Auw) 
I| va lle 


<g {V2 lp- o w +4 u= uk l- 


e 


将 估计 式 (2.3.85) 代入 上 式 并 应 用 三 角 不 等 式 可 得 : 


lul3/2,ro p> Van € Wh- 
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Cos . ; 
|| pn — PR Iw< ef inf |u- op’ ||. +. inf || pan llw 


L12723 gnEWh 
max{1,N—1} 

+(4) luls/2.ro }- (2.3.86) 

应 用 Brenner and Scott (1994) 书 中 的 定理 10.5.17 (P.251) 可 知 : 

i Ci) . 

„ig, luon l< (+ 3) ving, | teh lls (2.3.87) 
其 中 Ci 是 一 个 不 依赖 于 R,h A N 的 常数 。 将 上 式 代 入 (2.3.85) 和 (2.3.86), 定 
理 获 证 。 B 


WET 是 一 个 多 角形 的 边界 , RE 2.2.3 节 中 对 有 界 区 域 O, 进行 三 角 剖 分 
ABI Jno Jn 满足 条 件 (2.2.75)。 我 们 知道 Taylor-Hood 单元 (BI pz/pl W 
元 ) 满足 离散 的 确 界 条 件 (2.3.78) (Brenner and Scott, 1994; Girault and Raviat, 
1981)。 对 由 Taylor-Hood 单元 得 到 的 有 限 元 子 空间 Vh AW", 有 下 面 的 插值 误 
差 估计 。 


inf || w—vp |. + inf 一 < Coh?(\ul2,0, + |p|))- 2.3.88 
ofthe lI h | ant || P— gn \|w< Coh?(lulo,0, + [p| ) ( ) 


综合 定理 2.3.1 和 估计 式 (2.3.88), 我 们 得 到 下 面 有 限 元 近似 解 的 误差 估计 : 

定理 2.3.2” 设 (wu,p) € Vo x W 是 Stokes 方程 组 外 问题 (2.3.1)~(2.3.2) 的 
解 , 并且 u c (HH2(02;))”,p € H1(0;), (uN ph) © Vb x Wh 是 有 限 元 近似 问题 
(2.3.79)~(2.3.80) 的 解 ， 其 中 有 限 元 子 空间 Vh x Wh 是 由 Taylor-Hood 单元 得 
到 的 , 则 下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 


lu-u} | + lp- ph llw< Co{h? (Jula,0, + pla) 
max(1,N=1) 
4) luls/z.ro }- (2.3.89) 
. 
本 节 的 主要 内 容 来 源 于 论文 Han and Wu (1985-B), Han and Bao (1997), Bao 
and Han (2003). 
24 ”球面 上 的 向 量 场 


为 了 研究 三 维 Navier 方程 组 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 , 我 们 在 这 一 节 做 
MER T E. W P, = {z,| |z| = 1}, HB P, 表示 单位 球面 。 对 于 任意 点 x = 
(zl ZT2,T3) € R3, 其 三 个 分 量 (zl, 22,73) 可 由 极 坐 标 表示 : 


x, = r sin 0 cos ó, 
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z2 = r sin 0sin ó, 


£3 = r cos 0, 


其 中 , O<r<+too, 0<¢<2m, OSST >: 


Ym(0,9) = (an ( Se 


n20 -n<m<n, (2.4.1) 


J'e emé pm (cos 0), 


其 中 Pm(t) 是 Legendre MA. [Y(0,6). m = 0,41,- , +n} 是 2n + 1 
个 阶 球 调和 函数 ， 函 数 族 {Ym"(6,9$)，m = 0,41,---,tn, n > 0} ER 
性 空间 L(I) 的 一 组 完备 标准 正 交 基 (Nedelec, 2001, P. 41)。 对 于 任意 函数 
F(0,0) e L), 有 下 面 的 级 数 展开 式 成 立 : 


f(0,4) = > 3 Fa Y; (0,6), (2.4.2) 
n=l] m=—n 
其 中 ， 
f= | $0,0% Odas. (2.4.3) 
id: 
HE (2) =r" ¥2"(0, 4), (2.4.4) 


WW {Hm(z)，m ==0, 士 1,… tn} 是 2n 十 1 个 n 阶 齐 次 调和 多 项 式 . 
下 面 通过 函数 {H7 (s), n > 0,—n < m < n) 给 出 单位 球面 五 上 的 向 量 场 
(Z2(m) 的 一 组 完备 正 交 基 (Nedelec, 2001, P.35)。 令 : 


Im(z)=VHm/,(z), n20, —(n+1)<m<(n+1), (2.4.5) 
T(z) = VAP (x) Az, n21, —n<m<n, (2.4.6) 
Np (2) = (2n — 1)Hy 4 (2)z — |e V Hi" (2), 

n21, —(n—1)<m<(n-1), (2.4.7) 


Wore (a), Tm(z)， Nm(z) Reo X R? 上 的 n 阶 齐 次 向 量 值 调和 多 项 式 ( 即 
其 分 量 是 n 阶 齐 次 调和 多 项 式 )。 HEARERS ITE), Tm(z), NI (z) 在 单 
位 球面 P, 上 的 迹 , 记 


Im = Im (2) = re), (2.4.8) 
到 = (2) = mo, (2.4.9) 


ne = Nr (Z) = Are) (2.4.10) 
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称 p(n > 0,-(n +1) <m <n+1), Tm(n 2 1,—n S m <n), Nm(n > 
1, 一 (n 一 1) Sm < n — 1) 为 球 调和 向 量 值 函数 ， ns aqa 


引 理 2.4.1(Nedelec, 2001) HEHA (Im(n is +1) < ment 
i), w ed l,-ngm<n), N@(n2>1, “aqya < n - 1)) 构成 空间 
(I(T)? 的 一 组 完备 正 交 基 , 并 且 ， 
a (I \?ds = (n + 1)(2n +3), n>z0, (2.4.11) 
人 |T™/?ds=n(n+1), n>1, (2.4.12) 
f INT |?ds =n(2n—1), n 21. (2.4.13) 
Mm 
id: | 
Kr (2) = mar Br (2) n>0, -n<m<n, 


则 除 原点 外 AC (ar) 在 RS 上 调和 , 并 且 ， 


Jim KR(z) = 0. (2.4.14) 
n 
a: 
z 
n=", 
n 表示 单位 球面 P, 上 的 单位 外 法 线 向 量 , 则 下 面 的 引 理 成 立 (Zheng and Han, 
2003): 
引 理 2.4.2 
a (n + 1)(2n + 1) m 
v(v- a) = Ne (2.4.15) 
v(ç w =s) =0; (2.4.16) 
Nm 
v(v- =) =0, (2.4.17) 
Im. 1g (n$1)(2n41) m 
(v i eta) ~ pnt m43 
(n+1)(2n +1) im 
tert Inna), (2.4.18) 
(v n ae )n =0, (2.4.19) 
(v. a )n=0, (2.4.20) 
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Ir 1 1 (n +1)(2n + 1) 
Ves "nt 2n+3 
Tm eee 
® aT = — paras 
Nr n+l 
YO m n= n 


其 中 @ 表示 张 量 乘积 。 


Nia}, (2.4.21) 
(2.4.22) 
(2.4.23) 


证 明 (Zheng and Han, 2003) 由 I(x), T? (x), N(x) 的 定义 可 知 , 它们 


是 n 阶 齐 次 向 量 值 调和 多 项 式 , 直接 验证 可 得 : 
ve In (2) = (n + Ar), 


z. T(z) = 0, 
ze N” (z) =nr?H™ ,(z), 
V + Im(z) = 0, 

+ T” (2) = 0, 


Ve NẸ (z) = n(2n + 1)H/` (T); 
HH, 


r2 
BM (z)e¢= mE mai Ota + 
应 用 上 述 等 式 , 直接 计算 可 得 : 


M i Sys ae = —(2n +1) === + E (a) + 25 
tt Hm (a), 
v.i aye ntl) THe) 
+ =V + TH ) = 0. 
en) 
“== Np (z) = 


由 此 可 得 等 式 (2.4.16)~(2.4.20)。 进一步 有 下 面 的 等 式 成 立 : 


v(v- 3h) -v(v- Be) 


INP (8): 


= V * In (z) 


(n+ 1)2n+1){ VER 人) 
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一 (2n 十 3) pure HT (z)z) 
_ (n+1)(2n+1) 


F (n + 3) Hi  (z)z — VH, (2)} 
(n+1)(2n+1) m (n+ 1)(2n + 1) 
= pants Ni (2) = pants Natz 


等 式 (2.4.15) 获 证 。 通过 计算 可 得 : 
(vs IT ) Sa (ve aE) ups v(2 ° H) _ Ir (z) 


rntl r2n+1 r2n+1 pent 


= m+ (ED) _ lM) 


= pant pent 


= l ym T(z), le) 
=(n+ uf ~ (n+ l) ngs Ana (z)z + pant } T pnp 


2 Im(z) 2n+1 1 In (x) 
= ta, +3 pant  2n + 3 r2n+3 N. (2) E pant 


— i 1 m, (n+1)(2n+1) m 
o malm" u 2n+3 Naa} 
Tr "IT Tr Tr 
(ve =) š s= V(t) 2 mete) = mt 
Nr | Nr (a Nr 
(ve aa) ° z=v (Š ey = Nts) 
1 1 ay 
=n{ - (2n - Hea (e)z + a VHR (a)} - 3 
和 中 mm 
— mpi Ny 
引 理 获 证 。 . 
2.5 =# Navier 方程 组 外 问题 的 整体 
人 工 边 界 条 件 
考虑 三 维 Navier 方程 组 的 外 问题 (IUD) (其 中 g(z) = 0): 
—pAu—(A+p)V(V » u) = f(z), Vere Q, (2.5.1) 
u|r = 0, (2.5.2) 
u—0, °*4 |z| — oo, (2.5.3) 


其 中 0 CR, 引进 入 工 边界 Ta = [z | |z| = R, R > Ro). Ta AER R tü 
球面 , 它 将 区 域 Q 分 割 为 有 界 计算 区 域 Q, = (z | z € 2, 并 得 lz| < R) 和 余下 
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的 无 界 部 分 Q. = {x | |z| > R). 首先 在 人 工 边界 Ta 上 找 出 问题 (2.5.1)~(2.5.3) 
的 解 wu 满足 的 准确 人 工 边界 条 件 和 一 系列 高 精度 的 近似 人 工 边界 条 件 。 


2.5.1 ”高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 
考虑 问题 (2.5.1)~(2.5.3) 的 解 u FER 2. 上 的 限制 , u WE: 


—pAu—(A+p)V(Veu)=0, Vr € Re, (2.5.4) 
ulra = u(R, 9, ¢), (2.5.5) 
u— 0, 4 |z| 一 oc. (2.5.6) 


如 果 位 移 u EALAR Pa 上 的 值 u(R, 0,0) 是 已 知 的 , 则 问题 (2.5.4)~(2.5.6) 
存在 唯一 解 。 通 过 下 面 的 分 析 可 给 出 问题 (2.5.4)~(2.5.6) 的 解 u 的 表示 式 。 应 
用 Kelvin 的 想法 (Sokolnikoff, 1983, P. 351), 首先 将 u 展开 为 下 面 的 级 数 : 


u= >》 un (2.5.7) 
n=0 
对 n> 0, un 满足 齐 次 Navier 方程 组 (2.5.4) 并 且 有 下 面 的 形式 : 
= Gn + en(r? — R2)V(V + Gn), (2.5.8) 


其 中 G, 是 一 个 向 量 值 调和 函数 ， 并且 rH Gn 是 一 个 n 阶 齐 次 向 量 值 调和 多 
DR, cn 是 一 个 待定 常数 。 由 式 (2.5.8) 可 得 : 
V sun = V * Gn + ca [2z + V(V + Gn) + (r? — R?)A(V + Gn)} 
=V +G, +2c,Í —(n+2)}V ° Gn 
= {1 — cn(2n + 4)}V + Gn, (2.5.9) 
Aun = AGr + en{A(r? — R2)V(V + Gn) 
+2V (r? — R?) + VV(V ° Gn) + (r? — R2)AV(V + G,)) 

=cn{6V(V + Gn) +42 + VV(V + Gn)} 

=cn{6V(V + Gn) —4(n + 3)V(V + Gn)} 

=—(4n+ 6)enV(V + Gn). (2.5.10) 
将 式 (2.5.9)~(2.5.10) RADE (2.5.4) TÆ: 

—pAun — (A+ n)V(V + un) 

= {(4n + 6)cnu — [1 — (2n + 4)e,](À + )) V (V + Gn) 

='0; 
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由 此 得 到 : 
入 十 内 


(2n 十 4) 入 十 (6m + 10)” 
公式 (2.5.8), (2.5.11) 给 出 的 un 满足 齐 次 Navier 方程 组 (2.5.4)。 在 人 工 边界 
TR E, 将 u(R,0,¢) 展开 为 : 


(2.5.11) 


ca = 


æ n+1 


u(R,A.¢)= >> > amim+ S° y Bri; 
n=0 m=—(n+1) n=lm=-n 
oo n—1 
+>> > QN, (2.5.12) 
n=1 m=—(n-1) 
其 中 ， 
Am = arin Í." u(R,0,¢) * fds 
1 — 
人 u(R,0,ó) « Feds, (2.5.13) 
m 1 Tr 
Br = a he u(R, 6,6) » Teds, (2.5.14) 
m= l _ Nm. 
Cr =a he u(R, 0,0) « Neds. (2.5.15) 


称 {Am(n >0,-(n+1) <m < (n+1)), Br(n>1,-n<m<n), Cm(n 2 1, 
一 (n 一 1) < m< (n 一 1))} 为 ulra HARRA. $: 


R n+l n+l 
(2) È am, n=0, 


m=—(n+1) 


R n+l n+l 
Gai = (7) D amin + > BmTm (2.5.16) 


m=—(n+1) m=—n 
n—1 

+ > cmnt), n>0. 
m=—(n-1) 


WAR (2.5.7) ~(2.5.8), (2.5.16) 给 出 了 Navier 方程 组 外 问题 (2.5.4)~(2.5.6) 的 
解 u (其 中 wu(R,9,$) 作为 已 知 函数 )。 下面 进一步 计算 由 位 移 向 量 w 在 人 工 边界 
TR 上 产生 的 法 向 应 力 。 由 胡 克 定律 (2.1.2), 我 们 有 : 


o(u) = X(V + u)l + 2ue(u), (2.5.17) 
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其 中 了 为 二 阶 度量 张 量 , e(w) 为 应 变 张 量 , 应 用 张 量 乘积 记号 应 变 张 量 可 被 重 写 
为 : 
s= 3(Yevw+ (V ex). (2.5.18) 


在 人 工 边界 Tr 上 ， 


V @u, =V @Gnt+en{V(r? — R2)@ V(V + Gn) 
+(r? — R?)V @ (V(V + G,))) 
= V Q Gn + 2cxz @ V (V ° Gn), 
2e(un)= V @ G, +(V @ Gn)" +2cn(z @ V(V * G,))+V(V -G,,) @ z). 
由 TR 上 法 向 应 力 的 定义 可 得 : 
ounlra) * n = (V + Un)n + 2ue(u,) * n 
=M- n+doj(w + Gy)n— T DE, 
+HV @ Gn * n +2cn HRV (V + Gn) 
—en(2n + 4)u(V ° Gn)n 
_ (2n+2)Ap— (2n + 4)p? 


(n+1)u 
= entip Qn T JX V cn- Ro Cr 


+ Ape + 2u? 
(6n + 10) + (2n + 4)A 
上 式 计算 中 用 到 了 等 式 (2.5.9) 和 G 是 齐 次 函数 的 性 质 。 进 一 步 应 用 引 理 2.4.2 
中 的 等 式 , 可 得 : 
1. 4 Gy = 


RV(V + Gn) + nV @ G,, * n, 


I 


rm 十 1 


， 则 


alas (2n + 2)Ap — (2n + 4)? f- 1)(2n +1) Iz 


(6n +10) + (2n + 4)À 2n+3 — Rn+2 
_(n+1)(2n+1) =) 


2n+3 Rr+2 
-CF L Ape + 2p? 
pete (6n + 10) + (2n 十 4) 入 
(n+1)(2n +1) 
` Ra 


1 1)(2n +1 
+ 人 


m 
Nive 
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1 (4m2 +12n + 12) + (4n? + 8n+6)A 


= Re (n+ 10)u+ nta Mn 
2. 如 果 Gy = A, WE: 
2 
olunlra) * n = 一生 TY 
3. 如 果 Gn = 则 可 得 : 


ae 
o(tn|ry) * n = -i r Ne 
对 于 由 公式 (2.5.7) ~(2.5.8), (2.5.16) 给 出 的 齐 次 Navier 方程 组 的 解 u A: 


RA (dn? + 12n + 12)u + (4n? + 8n + 6)À 


(6n + 10) + (2n + 4)A 


12 
o(ulrn) n=-7 2 Am 


n=0 m=—(n+1) 


Ia l 
erie > (n + 2) BT 
= 


1 o0 n-1 
Si > (2n + 2)nC0™N™ 
n=lm=-(n-—-1) 
=T(ulrz), (2.5.19) 


Sp {A™(n > 0, —(n+1) < m < (n+1)), BM(n>1,-n<m<n), Cm(n> 
1, 一 (n 一 1) <m < (n—1))} 由 式 (2.5.13) ~(2.5.15) 给 出 。 等 式 (2.5.19) 给 出 了 
H ulr 到 o(unlr,) 的 映射 。 它 就 是 三 维 Navier 方程 组 外 问题 (2.5.1)~(2.5.3) 
KIW u 在 人 工 边界 Tr 上 满足 的 准确 人 工 边 界 条 件 , 如 果 在 等 式 (2.5.19) 中 的 无 
穷 级 数 中 仅 取 有 限 项 , 则 可 得 到 一 系列 高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 。 即 : 


a(ulrp) * n =T (ulre) 


jā 5: > (4n? + 12n + 12) + (4n? + 8n + OX Amm 
R (6n + 10)u+ (2n+ 4)À lsi 
n=0 m=—(n+1) 


N n 
aE) > (n+2)uBmTm— 1 iss S (Qn +2)nC™N™, (2.5.20) 


n=1 m=— = 1m=—(n-1) 


其 中 N =1,2,--- 为 正 整数 。 
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2.5.2 ”有 界 计算 区 域 2; 上 的 变 分 问题 及 其 有 限 元 近似 


应 用 准确 的 人 工 边 界 条 件 (2.5.19), 可 将 三 维 Navier 方程 组 外 问题 (2.5.1)~ 
(2.5.3) 简化 为 有 界 计算 区 域 Q 上 的 边 值 问题 : 


—pAu — (A+HV(V -u)= f(z), Vz EMi, (2.5.21) 
ulr = 0, (2.5.22) 
(e (u) + n)|re = T(u|r,.)- (2.5.23) 


应 用 近似 人 工 边 界 条 件 (2.5.20), 可 将 三 维 Navier 方程 组 外 问题 (2.5.1)~(2.5.3) 
近似 地 简化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 值 问题 : 


—pAu™ —(A+p)V(V eu) = f(x), Vz EM, (2.5.24) 
uw |p =0, (2.5.25) 
(o(u%) 。mjlra =T (uN |rg)- (2.5.26) 


Vo = {vvenH! (A) vlr = 0), 
Vo = W x Vo x W. 
边 值 问题 (2.5.21)~(2.5.23) 和 (2.5.24)—(2.5.26) 分 别 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


Hu € Vo, 使 
A(u,v) + B(u, v) = f 了 .udrz， Və € Vo, 527 
Ni 
及 
Hu € Vo, 使 
Alu”, v) + By(u,v) = J, f.» vdr, Wv € Vo, (25.28) 
其 中 ， 


A(u,v) = a: [XV + u)(V + v) + 2pe(u) : e(v)}dr, Vu,v € Vo, (2.5.29) 


n+l 


SRS > (n+i(2n+3) 


n=0m=—(n+1) 


, Un? + 12n + 12)u + (4n? + 8n + 6)À 
(6n + 10) + (2n 十 4) 入 


+ pA2 Dr + RY s n(n +1)(n+2)pB@E, 


n=lm=-n 
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oo n-1 
+R JO 2nm+l(2n 一 DUCTF Vu,o € Vo, (2.5.30) 
n=l m=—(n-1) 
N n+l 
By(u,v)=R>> (n+1)(2n+3) 
n=0 m=—(n+1) 
(4n? + 12n + 12) + (4n? + 8n 十 6) 入 
Š (6n + 10) + (2n + 4)À 


N n 
-HAD +R > Y n(n + 1)(n + 2)u BE, 


n=max{1,N}m=—n 
N n=l 
+R 2n(n+1)@n-— 1)uCR Fp, Vu,v € Vo, (2.5.31) 
n=lm=-(n-1) 


其 中 (Am. Bm Cm) 是 ulra 的 傅 氏 系数 ， 由 (2.5.13)~(2.5.15) 给 出 , (Dr, Em, 
Fr) vir, 的 传 氏 系数 , 即 : 


1 .mm 
Dn = Gyan + 3) 人 v(F, 8,8) «Inds 


1 ym 
“m+ Dn +3)R a (8,8, 4) + Tn ds, (2.5.32) 
m 1 7 
En = at D I. v(R, 8,4) ° Ty ds, (2.5.33) 
es al pen 
Fr = On R a v(R, 0,9) + Vn ds. (2.5.34) 


A(u,v), B(u,v), By(u,v) 是 定义 于 VoxVo 上 的 对 称 双 线性 形式 。 由 B(u, 
v), By(u,v) 的 表达 式 (2.5.30)~(2.5.31) 可 知 : 

0< By(v,v) < B(v,v), Yv € Vo. (2.5.35) 
由 Alu, v) 的 定义 (2.5.29) 我 们 知道 Alu, v) 是 Vo x Vo 上 的 有 界 双 线性 形式 。 
进一步 应 用 Korn 不 等 式 可 知 存在 一 个 常数 a > 0, 使 


A(v, v) + Bolv, v) >a || v llios Yv € Vo. (2.5.36) 
由 不 等 式 (2.5.36), 我 们 可 以 定义 空间 Vo 的 一 个 等 价 范 数 
la .= {A(w, v) + Bo(v,v)}?, Yv € Vo. (2.5.37) 


对 任意 u,v € Vo, 可 将 向 量 值 函数 开拓 到 BR = (z | |z| < R) 上 , 令 : 


u, YrE 2, v, Wren, 
u, = = 
0, Vr e 2%, 0, Vr e fo. 
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我 们 知道 : 
u.,v. € H! (Br) = (H!(BA))’, 


并 且 ， 


(2.5.38) 


A* (us, Vs) = 4 {A(V + ux)(V +o.) + Que(u.) : e(v«)} = A(u, v). (2.5.39) 


另 一 方面 可 由 w (其 在 人 工 边界 Ta EAN ule, 对 应 的 傅 氏 系数 为 (Am 


Cm)), 通过 下 面 变 分 问题 得 到 一 个 辅助 函数 usan, 
找 umin € H! (Bpr), 使 


Uminlre 一 mm， 


A*(Umin,w) =0, Vw € H} (Bpr), 


JEH H} (Br) = ( 码 (BR))”。 对 于 辅助 函数 umin 有 下 面 的 引 理 成 立 ; 


引 理 2.5.1 
°° n+l 
A*(Umin, ve) = R > >» 2n(n + 1)(2n + 3)u A2 Dy 
n=l m=—(n+1) 
wo n 
+R n(n — 1)(n + 1ljJu BE 
n=2m=—n 
° n- 
+R»? > n(2n — 1) 
n=l m=—(n-1) 


(2n? + 1A) + (2n? — 2n + 2)u 
(n —1)A+ (2n — 2)u 


TEAR ” 变 分 问题 (2.5.40)~(2.5.41) 等 价 于 下 面 边 值 问题 : 


pore A 


—pAumin — (À + )V(V *umia) = 0, Wa € Br, 
Umin| ra = U|rr- 
因而 可 得 : 


A" (umin: v.) = 人 (o(umin) » 7) = wade, Ve. € BY (Ba). 


ulr, 表示 出 来 . 由 ulra 的 传 氏 展开 式 : 


BP, 


(2.5.40) 
(2.5.41) 


(2.5.42) 
(2.5.43) 


(2.5.44) 


由 于 边界 值 问题 (2.5.42)~(2.5.43) 是 在 球 BR 上 的 第 一 边 值 问 题 , 故 wmin 可 用 


oo n+l pe n co n=l 
u=) >) mi DO Brtr+>> 5, orn, 


n=0 m=—(n+1) n=l m=—n n=1m=—(n—1) 
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2: 
pa a 
(z) D arm, n=0, 
m=—(n+1) 
ryn n+l n 
G= (F) Samet > arte 
m=—(n+1) m=—n 
n—1 
+ ` cmnm), n>0. 
m=—(n—1) 
类 似 于 对 外 问题 的 讨论 , 我 们 得 到 内 问题 (2.5.42)~(2.5.43) 的 解 
Umin = >> {G7 + e, (r? — R2)V(V + Gi), 
n=0 
其 中 ， 
asa Qh 
" (2n — 2) + (6n — 4)u` 
在 人 工 边 界 TR 上 计算 法 向 应 力 可 得 : 
1 ` = mym 1 ` < mpm 
O(Umin) * n= R x >, Arr + R 2, 2. @ = 1)pBr Tr 
1 名 总 (2n2+1)A+(2n2 一 2n+2)1 mm 
xF >, (DAT Mn Nn, (2.5.45) 
将 等 式 (2.5.45) 代入 (2.5.44) 引 理 获 证 。 . 
引 理 2.5.2 ”存在 不 依赖 于 N 和 RR 的 常数 C, 使 
0 < By(v,v) — Bo(v,v) < B(v, v) — Bo(v, v) < C || v |2, Vo € Vo, (2.5.46) 
|B(u, v) — Bo(u,v)| < C || u ||.|| v ||., Yu, v € Vo, (2.5.47) 
|By(u, v) — Bo(u,v)| < C || u ||.|| v ||., Vu, v € Vo. (2.5.48) 


证 明 ”对 任意 o € Vo, 


| v [2 >A(w, v) > A(w, w) 


inf 
wEVowlre=v]rr 


> inf A*(w., We) = A* (Vmin, Vmin), 
w.€H(Br),welrg=virp 


其 中 wmin 是 上 述 极 小 化 问题 的 解 , 等 价 于 变 分 问题 : 
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找 Vmin € H' (Br), Ë 
Vmin|ra = UPR: 
A (Vmin w) = 0, Vw € H} (Bp). 


由 引 理 2.5.1 可 得 : 
oo n+l 
A" (Vmin Ymin)= RJ JO 2n(n+1)(2n +3)a| D7? 
n=1 m=—(n+1) 
+R YO n(n=1)(n+ 1ER}? 
n=2m=-n 
o0 n-1 
+R》 > n(2n — 1) 
n=lm=-(n-1) 
(2n? + 1)À + (2n? — 2n + 2)u IFP 
m-1)A+@n-2p M” 
R oo n+l 
>5{ > > +1)(2n +3) 


(4n? + 12n + 12)u + (4n? + 8n + 6)À 


m2 
(6n + 10)u + (2n + 4)A nD; 


° n 


+ J nnt (nt 2m? 
n=2m=—n 


oo n—l 


+Y Y  2n(n+1)Qn- Du” 2) 


n=l m=~(n-1) 


= 去 (Bo — Bo(v,v)} > A {Bw(v,) — Bo(v,v)}, 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 N 和 R 的 常数 。 由 此 可 立刻 得 到 估计 式 (2.5.46), 应 用 
Schwats 不 等 式 经 过 类 似 的 分 析 直 接 可 得 估计 式 (2.5.47)~(2.5.48), S| FLARE. m 
应 用 Lax-Milgzam 定理 可 得 变 分 问题 (2.5.27) 的 解 和 问题 (2.5.28) 解 的 存 
在 唯一 性 。 
定理 2.5.1 ”假设 f EHHA) 则 变 分 问题 (2.5.27) 存在 唯一 解 u € Vo, 
变 分 问题 (2.5.28) 存在 唯一 解 uN < Vo. . 
为 了 后 面 误 差分 析 的 需要 我 们 分 析 双 线性 形式 B(u,v) 与 Bx (u, v) 的 误差 。 
引 理 2.5.3 Bu  Navier 方程 组 外 问题 (2.5.1)~(2.5.3) 的 解 , WA FE 
估计 式 成 立 : 
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= 


e) 


|B(u, v) — By(u,v)| < (F ||  lla.roll v | Yo Vo,N > 1, 


(2.5.49) 


其 中 || u lla, ro 在 下 面 证 明 中 给 出 。 

证 明 it ulr 的 伟 氏 系数 为 (4m, Bm. Cm) (W, (2.5.13)~(2.5.15)), vlr 
WIG RRMA (Dr, Em, Fm). HEH u 在 球面 To = {z | |x| = Ro} 上 展开 
为 傅 氏 级 数 : 


ntl ° n _ o nl _ 
u= © R+S Bm SO Gene. 
n=0m=—(n+1) n=l m=—n n=l m=-(n-1) 


n+l n+l 
(3) > ArIm,n=0, 


š m=—(n+1) 


~ Ro n+1 n+1 
G, = 的 bs Amym + s> Bere 


m=—(n+1) m=—n 
n-1 ai 
+ > ON 
m=—(n—1) 


则 在 区 域 {lz| > Ro} 上 问题 (2.5.1)~(2.5.3) H u 可 以 表示 为 : 


u= Yë, +en(r? — R3)V(V + G,)]. 
n=0 


在 人 工 边 界 Tk 上 ， 
co n n+l n n 要 
ulra = 3 的 ) 0 E ama + EG )” D Sor 
n=0 m=—(n+1) m=—n 
°° Ro n+1 n-1 _ °° n+1 
+ > (2) ee > D 
n=1 m=—(n~1) n=0 m=~(n+1) 
Cn(m + 1)(2n + 1)(R? 一 ET NEA 
。 En(nt Men ait ROR qm N... 
因而 可 得 : 
Am = (By ae, (2.5.50) 


Bm = (F) Br, (2.5.51) 
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om = (E2) Gn Seal Dn R? -RERET 


R na An, (2552) 


由 公式 (2.5.30) 和 (2.5.31) TÆ: 


n+l 


B(u,v) — By(u,v) = R 5 > (n+1)@n+3) 
n=N+1m=~—(n+1) 
(4n? + 12n + 12) + (4n? + 8n + 6)A 


A"D 
(6n + 10)u + (2n + 4)A Bin On 


N n 
+R > > n(n + 1)(n + 2)u BT ET 


n=max{2,N+1} m=—n 


° n=l 
+R” 》 Aw(n+1)Qn-1)pORFyY. 


n=N+1 m=-(n—1) 


应 用 Schwarz 不 等 式 得 到 : 


|B(u,v) — By(u,v)| 


n+l 


<{z > l (n+ 1)(2n+3) 


n=N+1m=—(n+1) 


(4n? + 12n + 12) + (4n? + 8n + 6) 
(6n + 10) + (2n +4) 


wlan? 


+R > ae n(n +1)(n + 2) | Br |2 


n=max{1,N+1} m=—n 


n+l 


+R > pa 2n(n + )(2n — Dulce] 


n=N+1m=-(n+1) 


n+1 


{Rr s l mw+D(Cn+3) 


n=N+1m=—(n+1) 


(4n? + 12n + 12) + (4n? + 8n + 6) ID" 
(6n + 10) + (2n+4)A Bn 


N n 
+ S > n(n + 1)(n + 2)u| E| 


n=max(1,N+1) m=—n 
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n+l 1 


+R” D antin- Dee} 


n=N+1m=-(n+1) 


n+1 


<cn: í S° D (nt ane 


n=N+1m=—(n+1) 


+ YS Perre 


n=max{2,N+1}m=—n 


o0 n-i 
+E Dd (n+ ilee} Jv I., (2.5.53) 


n=N+1 m=—(n-1) 


并 且 ， 


°° n=l 
y E mpige 


N+1m=~(n-1) 


pe n=l 
eD E e(r ere 


n=N+1 m=-(n—1) 


po n-1 


+2 > > (n+? 


n=max(0,N—1) m=—(n-1) 


Ch, (n + 12(2n + 1)2(R2 — R3)RG"*? mn 2 
s R2n+6 [An 


<o{ y sx m+ (29) emp 


n=N+1m=-(n+1) 
oo n-1 
Ro 2n+2 ~ 
+ > (+ (=) am}. (2.5.54) 
n=max{0,N—1} m=—(n—1) 


应 用 等 式 (2.5.50) ~(2.5.52), HAR ESK (2.5.53), (2.5.54) 可 得 : 


n+l 


Buo) -Buet E E (Bae 


n=N+1 m=-(n+1) 


+ È EE nir 


n=max{2,N+1}m=—n 


oo n-1 n- a 
+e E (Eater 


n=N+1 m=-(n—1) 
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o0 n-l 
Ro 2n+2 
ee (T) 
n=max{0,N—1} m=—(n—1) 
x 2 
-n+ DPAP} |v. 


n+l 


max(3,N—3) f <= 3 
uE E p 
n=0 m=- (n+1) 


+(n + 1)*] |]? 


+> > (n+ 1B? 
+E > @m+DpW6mËB)' xol 


Ro\™ax(4.N-4) 
=¢(3) |u lla,roll v lle (2.5.55) 
其 中 ， 
n+l i 
ulla, = { D > [m+ + m+] 
n=0 m=—(n+1) 
+Y 》 m+1) Bm, S > (+ Dalma). 
n=l m=—n n=1m=—(n-1) 
(2.5.56) 
引 理 获 证 。 . 
假设 VC Vo 是 Vo 的 一 个 有 限 子 空间 , 考虑 变 分 问题 (2.5.28) 的 有 限 元 近 
Wl: 
ul’ € Vo, te 
(2.5.57) 
A(u uv) + By(uN,v)= | f+ xdz,Vo € Vi. 
cen 


在 定理 2.5.1 的 条 件 成 立 下 , 近似 变 分 问题 (2.5.57) 存在 唯一 解 ， 并 且 下 面 的 误 
差 估计 成 立 : 

EH 2.5.2 tuc Vo 是 变 分 问题 (2.5.27) MM, MA || u |A,m< 00, ul’ E€ 
Vh 是 近似 变 分 问题 (2.5.57) 的 解 , 则 下 面 的 误差 估计 式 成 立 : 
Ro — aa 


1 
| u — uf’ ||. < cí ant || u— vn lle +H(F llulla, }. 
whEVS 
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证 明 Von € V6, 令 d=uẸ 一 wu。 由 变 分 等 式 (2.5.27) 和 (2.5.57) 可 得 : 
|| d |: < A(d, d) + By (d, d) 

= A(u—vn, d)+By(u — vn, d) — A(u — un, d) — By (u — un, d) 
= A(u — va,d) + Bn (u — vn, d) + B(u, d) + Bs (u, d) 


alle 


<co[lu- sh |. + (IË P lular } ld lle, 


即 : 


max(3,N—4) 
lal.<c{ int, Iu- on I+ (28) POE lular} Voyevb. 
h 0 


由 三 角 不 等 式 可 得 : 


N 
|| u-up e<l u- vn ||. + |] dil. 


ayer 
R 


<c{ inf || u — vn ||. + || u lla, ro J 
vnEVS 


Bl: 
š Ro max(4,N—}) 
lu-u} I< Cf mt lu- wn lle +(R) Islan }- 
neva 


定理 获 证 。 . 

对 于 给 定 的 具体 有 限 元 子 空间 VG, 对 inf, ev | ú — vp | 进行 进一步 的 分 
析 可 得 出 误差 对 剖 分 网 格 尺寸 刀 的 依赖 关系 。 

附注 2.5.1 ”在 本 节 中 给 出 的 方法 可 直接 应 用 于 处 理 三 维 Stokes 方程 组 的 
外 问题 (IV)。 完 全 类 似 地 在 人 工 边界 PR 上 可 得 到 三 维 Stokes 方程 组 的 外 问题 
的 准确 整体 人 工 边界 条 件 和 高 精度 的 近似 整体 人 工 边界 条 件 , 从 而 将 原 问 题 简化 
到 有 界 区 域 上 进行 数值 计算 。 详 细 的 论述 可 参阅 论文 (Zheng and Han, 2003). 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han (1985); Han and Wu (1985-A, 1985-B, 
1992); Han and Bao (1997, 2001); Bao and Han (2003); Han and Zheng (2005- 
B)。 其 他 相关 的 工作 可 参阅 Bao (1998, 2000); Bao and Han (1995-A, 1995-B, 
1996); Han, Bao and Wang (1997); Han (1995); Yu (1986-A, 1986-B, 1992); 
Zheng and Han (2002-A, 2002-B). 


第 3 章 热传导 方程 和 Schrodinger 
方程 的 整体 人 工 边 界 条 件 


在 前 面 两 章 中 我 们 讨论 的 问题 是 定常 问题 , 即 不 依赖 于 时 间 的 问题 。 若 问题 
依赖 于 时 间 , 则 相应 的 人 工 边界 也 会 依赖 于 时 间 。 在 这 一 章 中 我 们 首先 讨论 无 界 
区 域 上 热传导 方程 的 人 工 边界 方法 , 然后 讨论 与 热传导 方程 比较 接近 的 Schr5d- 
inger 方程 在 无 界 区 域 上 的 数值 解法 。 


3.1 无 界 区 域 上 的 热传导 方程 


对 于 无 界 区 域 上 的 一 维 热传导 方程 ， 空 间 变量 z 可 以 在 一 个 方向 或 者 两 个 
方向 都 无 界 。 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 z 只 在 一 个 方向 无 界 , 考虑 下 面 的 初 边 值 问 
题 : 


2 
oe Fe = slat), (x,t) € D, 

(1) u(z,0) = ó(z). —1 < z < +oo, 
u(—1,t) = v(t), ete Tt, 


4 一 0， 当 z 一 十 co， 
其 中 ， 
D={(z,t)| —1< z < +oo,0 < t < T), 

f (x,t), O(a)» p(t) 是 给 定 函数 ，9( 一 1) = (0), f(z,t) 和 (x) 的 支 集 有 界 且 

Supp (f(z,t)) C Do = ((z,t) | -1 <z <0, 0 <t < T), 

Supp (@(z)) c [—1,0J. 
当 z 在 两 个 方向 都 无 界 时 ,其 解法 是 类 似 的 。 

对 于 无 界 区域 上 的 二 维 或 者 三 维 热传导 方程 , 其 初 边 值 问题 的 提 法 如 下 。 设 

No C R"(n = 2,3). 是 一 个 有 界 区 域 , 即 Q C Bo = (z € R" | |x| < Ro}, HW 
FRAT. 假设 


N=R\NH%, D=2x(0,T], X = T x (0,T]. 
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在 外 区 域 D 上 我 们 考虑 下 面 的 初 边 值 问题 : 


Ou 


Au = f(z,t), (x,t) € D, 
(Il) u|z = g(x, t), (z,t) € X, 
ult=0 = uo(z), TERN, 


uf, 当 |z| 00. 


其 中 f(a, t), g(x, t) 和 uo(z) 是 给 定 函数 ,f(z,t) 和 uo(z) 在 以 Ro 为 半径 的 圆 
外 为 零 , 即 
f(z,t)=0, uo(z)=0, V|z| > Ro. 
上 述 两 个 初 边 值 问题 都 是 定义 在 无 界 的 区 域 上 。 在 初 值 和 边 值 条 件 满足 一 
定 光滑 性 条 件 下 ， 问 题 (1 )~(11) 都 是 适 定 的 。 为 了 应 用 标准 的 有 限 元 或 有 限 
差分 方法 来 求解 这 类 问题 ， 我 们 引进 和 人工 边界 ， 例 如 在 问题 (H) 中 可 取 人 工 边 
界 为 : 


Er = {(2,t) | |z| = R,0 < t < T}, 


其 中 R> Ro 为 一 正 实数 。 人 工 边 界 Op 将 区 域 D 分 割 为 两 部 分 , HAKR D. 
MARK Di: 
e = ((z,t) | |z| > R,0 <t < T), 
D; = ((z,t) |z e R H |z| < R,0 <t < T). 


对 给 定 的 问题 如 果 我 们 能 在 人 工 边 界 2R 上 找 出 未 知 函 数 u(z,t) 满足 的 边界 条 
件 或 者 构造 出 “合适 ”的 近似 人 工 边界 条 件 , 我 们 可 以 将 定义 于 无 界 区 域 D 上 的 
初 边 值 问题 归 化 为 定义 于 有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 ， 并 在 有 界 区 域 Di 
求 其 数值 解 。 在 3.2 节 , 3.3 WA 3.4 节 中 我 们 将 分 别 讨论 无 界 区域 上 的 一 维 、 二 
维和 三 维 热传导 方程 的 数值 解 。 


3.2 ”无界 区 域 上 的 一 维 热传导 方程 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 一 维 热传导 方程 的 整体 边界 条 件 和 其 近 
似 问 题 的 差分 解法 。 
3.2.1 人工 边界 允 o。 上 的 准确 边界 条 件 

我 们 考虑 下 面 的 初 边 值 问 题 (1 ): 


= 2 2u Sres Glew: (3.2.1) 


98 ， 人 工 边 界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


u(x,0) = (z), —1 < z < +0, (3.2.2) 
u(-1,t)=v(t), 0<t<T, (3.2.3) 
u 70, 4 r—> +00. (3.2.4) 


对 于 这 个 问题 人 工 边界 可 以 选 为 : 
Xo = {(z,t)|x=0, O<t<T}. 


人 工 边 界 Do 将 无 界 区 域 D = ((z,t)| —1 < z< +0, 0<t<T} 分 割 为 无 界 
区 域 De = {(a,t)]0< z < +oo， 0 < t < T) 和 有 界 区 域 Di = ((z,t)| -1< 
z <0，0<t<T}。 在 无 界 区 域 D。 上 问题 (3.2.1)~(3.2.4) 的 解 满足 下 面 的 半 
无 界 问题 : 


— - =— = 0, (x,t) € De, 
u(x,0) = 0, 0 < z < +00, 
u—0, 4 r— +00. 


当 u(0,t) 给 定时 ， 这 个 问题 的 解 可 以 表达 为 (参考 Carslaw and Jaeqer, 1959): 
u(x,t) = TA frone — A) 73/27 M-A, (3.2.5) 
& w=2/(2Vt—A), 我 们 得 到 : 
z j T? \ p 
u(x,t) = £ u: _ aa)? :dp 


Ou(z,t) _ —2u(0,0) | e77/4t 
ðr yn 2vt 


2 f° ðu a? 22 \ _,2 
t Jaa Ot (ot ú AE aa)? ons 
变换 回 原 变量 和 (并 注意 u(0,0) = 0) 可 得 : 
du(a,t) _ -1f ðu( 9. A) ;着 a-a. 


Ox 


42 +0 我 们 得 到 HOD 和 mio 之 间 的 一 个 关系 式 : 


du(0, t) ‘ot ry, w 
mE --+[ SU (3.2.6) 
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这 个 关系 式 是 问题 (3.2.1)~(3.2.4) 的 解 u(z,t) 在 人 工 边界 Xo 上 所 满足 的 准确 
边界 条 件 。 利 用 边界 条 件 (3.2.6) 我 们 可 以 将 原 问题 (3.2.1)~(3.2.4) 简化 为 一 个 
有 界 区 域 上 的 初 边 值 问题 : 

Ou Ou 


a am ft Ged, (3.2.7) 

u(z,0) = @(z), -1<2<0, (3.2.8) 

u(-1,t)=v(t), O<t<T, (3.2.9) 
1 ft du(0,A) 1 

- f ` Fa O<t<T. (3.2.10) 


3.2.2 简化 边 值 问题 (3.2.7)~(3.2.10) 的 差分 近似 
下 面 我 们 考虑 边 值 问题 (3.2.7)~(3.2.10) 的 差分 近似 。 设 M 和 K 是 两 个 正 
整数 , $ h=1/M K += T/K. 构造 差分 网 格 2 x Q. Heh, 


Nn = {ai | z =—1+ih,0 < i < M}, 

N, = {tn | tn = nr,0 < n < K). 
假设 w= (un |0<i<M,0<n< K} 是 定义 在 Mh x 0, 上 的 网 格 函 数 , 令 
Tiy = (Ti 十 Zi-1)/2， tn-} = (tn + tn-1)/2 BR f= Je i-pitn—a)o 我们 
引进 下 面 的 记号 : 


1 1 
wi = s (ur + wii), Sw; 4 = rc = we), 
n— 1 i Pee: = en nmi 
w 7 = s(wi+w?), bw, 一 二 (一 wr"), 
2 T 
1 m 
Sut = gua uttu) ela = Da p 
M 
Wow" = AD Oeut) o"l = pa, hu, 


i M a4 
er = fh OU rY 
i=l 


首先 我 们 证 明 下 面 两 个 引 理 。 
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引 理 3.2.1 W f(t) € C2[0,t,], W: 


= f (tk =- 人- 1) dt 


3- = n 3/2 
aai 23) max |/”(0)| 72. 


=Í thea Ven 


证 明 ”首先 , 对 任意 r 和 tn(n =1,2,3,---), 我 们 证 明 下 面 的 不 等 式 : 


73/2 y^] t 
= j- Èf f in=t= (“Vn 
+f t / ta) Jat 
T 


< 吉 20V3- 23) n=1,233 =. (3.2.11) 
由 多 项 式 插值 定理 我 们 得 到 : 
3 [vest (Fe vem) 
-守信 ae Ek) 9/? (t — thi) (te — t)dt 
kÍ Do =W n 


tky if 
=) dt < —r5/? we 
on (tn — D) 3240 < or, (3.2.12) 


其 中 & € (out). 另 一 方面 ， 
Sr yusa tasa 
T Jatt- (5 Vin tana + Vin Sta)" 
tm 一 2 
(5v5- 1). (3.2.13) 


将 (3.2.12) 和 (3.2.13) 式 相 加 , 我 们 得 到 (3.2.11) 式 的 右 端 。 类 似 地 我 们 可 以 得 
到 (3.2.11) 式 的 左 端 。 再 利用 带 有 积分 余 项 的 Taylor 展开 式 , 分 部 积分 , 及 利用 


II 
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不 等 式 (3.2.11) 我 们 可 得 到 引 理 的 结果 : 


| T roz 六 -fu at 
k=1 


= 


te-1 
=f uf t -tas— f" mo es 
he tri thant t n 
r PO [Ves (H Vn 


et EN 


+ Vi) |ds 


< 十 Cov5- 23) max |f") s 73/ a 


引 理 3.2.2 i f(t) € C?[0,tn] Æ g(t) = (tn — t) 3/20", a > 0, WJ 


J “Waat = > EE +] [a 


= t 


< (25 may IOl E may 10l), 


da oe 
Jep e= f |Ë | e an. 
证 明 ”对 任意 te [tk-1,tk]， 由 多 项 式 插值 定理 我 们 有 : 
f(t)== litte) )+ f(tik-i)] + = = f(t) — f(tK|=1)] (t — tha) 
HIE = tk)(t — tk-1) 
其 中 Ek € (te-1, th). 因而， 


tn 
[ FODA- DE LE) + Fe] [ua g(t)at 


ei? 


“ TRO ro + Flte-a))] oat 
tea 2 
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=(I)+(I). 
对 于 第 一 项 , 由 
tk tk t 
[mea tle + reaslet 
te ft 
a (t= tr_3)9'(s)ds 
tea vt 
tk t 
_ 1)g'(s)dsdi 
+ ty_4)a/(s)dsat 


-f ro [È -= (s = tr- p)?]ds, 


tk-1 


其 中 最 后 的 等 式 由 交换 积分 次 序 得 到 。 由 此 我 们 得 到 : 
n m tk 
S; f (tk) flea) 人 ~ ty_y)a(tat 


k=1 


IDI= 


n 


tk 
< Ol D| f° C-t- poat 


OStStn pa 


n 1 tk 
< ma O Dgr Í` wa 
bel tha 


< 
OStStn 


Fr max OL. (3.2.14) 


< 


对 于 第 二 项 , 我 们 有 : 


lani=5 


DAC 
k=1 "tk—1 


1 n tk 
<š ma OD Í aa 
=a 


0<t<t,, 


ee aa a PON, (3.2.15) 


a 0<t<t,, 

综合 (3.2.14) 和 (3.2.15) 我 们 得 到 引 理 的 结果 。 . 

下 面 我 们 用 降 阶 法 来 推导 (3.2.1)~(3.2.4) 的 差分 近似 。 首 先 引进 新 变量 v = 
#. W (3.2.1)~(3.2.4) 等 价 于 : 


H = £ =b, (x,t) € Dy, (3.2.16) 
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ð 
Po A =0 (t) €D; (3.2.17) 
u(z,0)=%()  —1<z<0, (3.2.18) 
(-1,t)= y(t) O<t<T, (3.2.19) 
_ 1 ft du(0,d) 1 
v(0,t) = =l BX VEE zd, O<t<T. (3.2.20) 
定义 网 格 函 数 : 


UP =u(ai,tn), VP =v(titn), 0<íi<M,0<n<K. 
利用 引 理 3.2.1, 由 (3.2.20) 得 到 : 


ant wi du(0,A) dX 
ss vem te OX 如 一 人 


I US -UR f d 
= 一 — _ +o) 


vie tea Vin —A 
s 
ae (UK, — UW *)an—% + O(r3/2) 
k=l 
2 
== aoUR — Sin k-1 — ün- UK| + O(7*/?), 
n = 1,2,3,- 
其 中 ， 
G a a ee =ñ (3.2.21) 
™ VimtitVim V7(vm+itym) TAN = 


因此 , 我 们 有 : 
s= _ 1 
Vu oe 


-5 aoUn ° -Fn PE — PES a 中 十 O(r3/2). 


再 利用 Taylor 展开 式 我 们 得 到 : 


1<n<K, (3.2.22) 
VU = d, 1<i<M,1<n<K, (3.2.23) 
z 
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其 中 ， 


U? = ġ(zi), 0<igM, 
Uj =v(tr), 1<n<K, 
1 


n—1 
n—} mn 一 去 k-} 
Vu * = - [a0 i — ene — n—K)Uy +] 
k=1 


+57}, 1<n<K, 


ak n-} 
Py | <e(r? +h?), ag rls e(t? + h?), 
1<i<M,1<nX<K, 


|s"-3| <er’, 1<n<&< K, 


(3.2.24) 
(3.2.25) 


(3.2.26) 


(3.2.27) 
(3.2.28) 


c 是 一 个 常数 。 由 (3.2.22)~(3.2.26) 我 们 得 到 (3.2.16)~(3.2.20) 的 差分 近似 : 


定理 3.2.1 ”差分 格式 (3.2.29)~(3.2.33) 等 价 于 下 面 的 差分 格式 : 


并 且 有 : 


u? = ġ(zi) O<i<M, 
ug =W(tn), 1l1gngk, 


n-1 

n- 2 [ ct ky 
v 三 一 -天 |0ouUM 7 (an-k-1 — Qn—k)Uyy |， 
vn k=1 


1<n < K. 


1<i<M-1,1<n<K, 


n-1 
£ 2r—2 ~à ied 
uya = = (asuy, T= > (an-k-1 — On—k)Uyy +) 
2 x = 


(3.2.29) 


(3.2.30) 
(3.2.31) 
(3.2.32) 


(3.2.33) 


(3.2.34) 


(3.2.35) 


(3.2.36) 
(3.2.37) 
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ot} = but + Ba (Gr =f). 
1<i<M, 1<n<K, (3.2.38) 
Pane ae ahur’? - f °), 1<n< K. (3.2.39) 
证 明 ”将 (3.2.29) RA $ 并 利用 (3.2.30) 我 们 得 到 : 
ai =! 1 "Ë mË. 
w =é + shar 2 - f). 
1<i<M,1<nXkK, (3.2.40) 
u -4 Söru i 一 PACON 一 £3); 
M-1,1<n<k. (3.2.41) 


O0<i< 


由 (3.2.40) 和 (3.2.41) 可 得 : 


n—t 1 
$+ Bn (Ge ; 2 zh (sup, -A 


- op) = - 


pu 
O0<i<M-1,1< 


或 者 : 


1 
(sar 2 f + Oy ) 一 eu, 


上 式 就 是 (3.2.35)。 并 不 难看 出 (3.2.29) 和 (3.2.30) 等 价 于 (3.2.35), (3.2.38) 
3.2.40) 中 令 i= M 可 知 (3.2.33) 等 价 于 : 


(3.2.39). Z (3.2. 
a [eo 一 Faces 一 an _kJuk7 
s k=1 
= u +3 OA - fu). 1<n < K, 
a 


两 边 除 以 š 即 得 (3.2.36). 
3.2.3 ”差分 格式 (3.2.29)~(3.2.33) 的 稳定 性 和 收敛 性 分 析 
(3.2.33) 的 稳定 性 和 收敛 性 。 首先 引 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 差分 格式 (3.2.29) 
进 下 面 两 个 引 理 。 
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引 理 3.2.3 。 对 任意 F= F. Fo, Fo,- }, 我 们 有 : 
n 1 一 1 1 n 
= 0 Pe n=1,2,3,-., 
© bor dolar k-1—41-k) if 125 i on 
其 中 am 由 (3.2.21) 定义 。 
WERA 
n l-1 
5 faor; = Sana = ayn) Fi] Fi 
t=1 k=1 
n n i1 
=) aF} = (ai-k-i — ai-k)FkF, 
l=1 l=2 k=1 
n 1 n l-l 
>) aF? — 5 (Qik-1 — Qk)(FR + FË) 
I=1 l=2 k=1 
交换 求 和 次 序 我 们 得 到 : 
n l-1 
bD faor - Vara — ayn) Fe] Fi 
lal k=1 
be 
25 Plam + an-ı) F? 
1 2 
> F?,n=1,2,3,-+-. ". 
2 ər, > BT RES 
引 理 3.2.4 ”假设 {uP ot} 是 下 面 差分 方程 的 解 : 
aut} — án = PMP, 1<i<M,1<n<K, (3.2.42) 
4 ; 4 
vou iQ i, 1<i<M,1<n<K, — (3243) 
# 
u? = @(zi) 0<i<M (3.2.44) 
ur=0, 1<n<K. (3.2.45) 
n=l 
Pee 2 4 u $ 
UM t= -ew 2 — J (an-k-1 — an-k)uyr +] +S", 
k=1 
1<n<k, (3.2.46) 


其 中 @(zo) = 0, 则 下 面 的 不 等 式 成 立 : 


I 

T = Mtn _1\2 

Met S lewt e + Sr do (9) 
k=l l=1 
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x 
7 
+r》 IP= P+ 1<n<K. 
l=1 


证 明 ”将 (9.2.42) 式 乘 以 ul}, (3.2.43) RRM 207 让 ,然后 相 加 得 到 : 


=| (ty) - (ap) "] +2 (0) 


z 
Sere ee E ek n- £ 
= ; (u: tym “一 | 十 Qu" 2 Ph? 十 20 Qn? 
二 
oe 1 ~1)\2 = 
<i (uy Byr tupit) +5 (uf) +2 (P) 
i 4 
1 n-4\? n—3)? r 
+5 (vf) +2 (q ) , 1<i<M, 1<n<K. (3.2.47) 


以 hh 乘 以 上 面 不 等 式 , 再 对 i 从 1 到 M 求 和 可 得 : 
L (lunh 一 un) + 20" 
< 2u tune + zleta 
+5lle" 4 +2|Pp™ |)? + 2197-4 |? (3.2.48) 
由 (3.2.43) 我 们 得 到 : 
lw < Bau < or# I+ 1<n<K. (3249) 
将 (3.2.49) 代入 到 (3.2.48) 的 右 端 得 到 : 
(1% lan) +o San tog +24 PS QAP. 
再 利用 (3.2.49) 和 (3.2.46) 我 们 得 到 : 
(er 一 1) + 


-4 n-4 7 Fš 
Suyu "uM + 2P” + llo" FA 
2 | = pa £ 
< aun *{ = —[auy, > 一 > (ok 一 an-sur | + sr} 
Vx k=1 


=" 7 = 
+2lP™ |? + ale™ 2 |? 
n-1 
1 mii ced a$ a£ 
< -2 faour t 一 > (an-k-1 一 an_k) us Jun s 十 2uM7 gm 


vn = 


4 7 -4 
+2lp™ 2 + > lQ", 
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n n-1 
[Gal + 57 Y leut) — (lu + 57 16;at-3|2)| 
l=1 i=l 


4 a=k k-1] n-4 
< -lm a et — an-k)üm * jen? 


tzuri Srt taped? + Ligne, 1<n<K. 
以 r 乘 以 上 列 不 等 式 , Mn RA, 再 利用 引 理 3.2.3, 即 可 得 引 理 结果 : 
i< = 
uf + s> lát |? 
4 


š à- ard [eoun -Pe k-1 Uy tore 


I=1 


A 
= 


n 


+2r Sout std + "> (eirt + Ziet) 
l=1 

4 4 2 S13 
vB erm Sel + Va sakiy 
+ dish P +r) (IPP + Tiot) 
=u? a+ Berd st P+ Ý (aP HP + Zot), 


n=1,2, 


定理 3.2.2 ”差分 格式 (3.2.34) ~(3.2.37) 存在 唯一 解 。 
证 明 ”由 定理 3.2.1， 我 们 只 需 证 明 差分 格式 (3.2.29)~(3.2.33) 存在 唯一 解 。 
考虑 对 应 的 齐 次 差分 方程 : 


ug = 0, 1 <n < K, 


一 [oo -Ze k-1 — Qn rhui? 外 1<n< K. 


第 3 章 We SALA Schrödinger 方程 的 整体 人 工 边界 条 件 - 109- 


由 引 理 3.2.4 我 们 得 到 : 


1 < 全 
llu"llA+ 57 DN 4? =0, n=1,2,---. 
1 


因此 我 们 有 : 


up 


至 于 稳定 性 , 我 们 有 
定理 3.2.3 W lun 


=0, 0<i<M, n=1,2,---. . 


下 面 的 结果 。 
0 <i <M, 0 <n < K) 是 差分 格式 (3.2.34)~(3.2.37) 


对 应 于 (ta) = 0 (n > 0) WR, WA: 


u"| 


"| 


© 


< 


E 


证 明 ”由 定理 3.2.1， 
(3.2.29)~(3.2.33) 成 立 。 
则 由 (3.2.50) 及 不 等 式 | 


1 < mn 
At 5372 iru 3 IP 
{=1 
" 


A +2r WFP, n=1,2,...,K, (3.2.50) 
bel 


1 i 
rE D 
l=1 


2+2 DONE, n=1,2, K. (3.2.51) 
l=1 

我 们 只 需 证 明 估计 式 (3.2.50) 和 (3.2.51) 对 于 差分 格式 

估计 式 (3.2.50) 由 引 理 3.2.4 直接 得 到 , 估计 式 (3.2.51) 

u!-F || < 5sut- 二 | 得 到 。 a 


下 面 的 定理 给 出 差分 格式 (3.2.34)~(3.2.37) 的 收敛 性 。 
定理 3.2.4 W u(x,t) € CH ((-1,0] x [0, T|) 是 问题 (3.2.7)~(3.2.10) 的 


fg, W {u?} 是 差分 方程 


(3.2.34)~(3.2.37) 的 解 。 令 : 


=Ur-w, 0<i<M,0<n<K. 


则 我 们 有 : 


1 < 人 
Wa" + r> ler 
2 1 


<T[V = sË Fee” +h}, O<n<K (3.2.52) 
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ala + zoe 


<T[V Ta 5] cz(ra/2 +R), O <n<K, (3.2.53) 


其 中 c 是 不 依赖 于 7 和 户 的 常数 。 
证 明令: 
op=V"-vp, 0<i<M,0<n<K. 


将 (3.2.29) ~(3.2.33) 和 (3.2.22)~(3.2.26) 的 各 式 相 减 , 我 们 得 到 误差 方程 : 
e 6.07 darn}, 1<i<M,1<n<K, (3.2.54) 


Ott $ Ey 
= £ = | a 
Ae oy ~ brit? = q", 1<i<M,1<n<K, (3.2.55) 


2 


i =0, O0<i<M, (3.2.56) 
uy = 0, 1<n<K, (3.2.57) 
n—1 
~ 4 sk- 一 
oy = -er š Y (an-x-1 — an_n)uty +] pah 
k=1 


1<n < K. (3.2.58) 
利用 引 理 3.2.4, (3.2.27)~(3.2.28) 和 (3.2.56) 式 我 们 得 到 (3.2.52): 
larg + jr D oral 
k=1 


x mt. I < =" Ky 92 
<I + yf Er AP r (2p + Sila 41?) 
{=1 {=1 


aT 11] 2,3/2 2)2 ma z 
<r[y 5+ zlee +h), n=1,2,... K. 


由 (3.2.52) RABE lüt ||. < ||6,u!-2 || 即 得 到 (3.2.53) Re " 
定理 3.2.4 显示 对 于 空间 变量 其 收敛 阶 是 2， 但 对 于 时 间 变 量 收敛 阶 则 为 3/2。 
不 过 , 如 果 我 们 在 人 工 边界 条 件 中 用 二 次 插值 去 近似 ww， 则 我 们 可 以 期 望 得 到 对 
于 时 间 变 量 的 二 阶 收敛 。 当 然 , 相应 的 差分 格式 将 更 为 复杂 。 


3.3 ”二 维 热传导 方程 外 问题 的 整体 边界 条 件 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 二 维 热传导 方程 外 问题 (11) 的 整体 边界 条 件 及 其 近似 
问题 的 差分 方法 。 
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3.3.1 ATAR Sr 上 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边界 条 件 


我 们 考虑 下 面 的 二 维 热传导 方程 的 初 边 值 问 题 : 
Ou 


Au= f(z,t), (2,t) € D, (3.3.1) 
uly = g(x. t), (x,t) € D, (3.3.2) 
ult=0 = uo(z), z€ Q, (3.3.3) 
uff, "4 |z| 一 co. (3.3.4) 


ATUR Sp 将 区 域 D 分 为 两 部 分 ， 有 界 区 域 D; 和 无 界 区 域 De。 我 们 将 先 找 
出 Dp 上 的 人 工 边界 条 件 , 这 样 (3.3.1)~(3.3.4) 就 可 以 简化 为 一 个 有 界 区 域 上 的 
初 边 值 问 题 。 为 此 , 在 区 域 D。 上 考虑 问题 (3.3.1)~(3.3.4)。 在 极 坐标 下 我 们 得 
到 : 


ðu u lôu 1 Pu 


Mot ror toe (r,0,t) € De, (3.3.5) 
ulzn = u(R,0,t), (3.3.6) 
ult=o = 0, (3.3.7) 
uth, 当 r 一 oo. (3.3.8) 
将 问题 (3.3.5)~(3.3.8) 的 解 展 开 为 : 
u(r, 0,t) = Pur.) + Y lun(r, t) cos nd + Un(r, t) sin nd]. (3.3.9) 
n=1 


代入 (3.3.5) 可 得 : 


L (eo uo lƏuo HE {Fe = un lƏu, n? 
=1 


a aE Te) or? r Orr w Grane 


J n 1 a? i 
区 8v, E 1 Own Ue] sinno} =0. 
= 


由 此 我 们 得 到 : 
1. uo(r, t) 满足 : 


Buo uo 19uo 


== E š <T, S: 
Ot 5 > Or r>R, 0<t (3.3.10) 
uolr=R = ao(t). (3.3.11) 
uolt=0=0, r> R, (3.3.12) 
uo AF, 24 r 一 oo. (3.3.13) 
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2. un(r,t) 满足 : 


Bun un lOun n? 


ee r>R, 0<t<7T, (3.3.14) 
Un|r=R = an(t), (3.3.15) 
Un|t=0 = 0, (3.3.16) 
Un AR, “r> oo. (3.3.17) 
3. vn(7,t) 满足 : 
Sm Re Lên Tun, F>R O<t<T, (3.3.18) 
vn|r=R = bn(t), (3.3.19) 
vnlt=0 = 0, (3.3.20) 
vn 有 界 ， 当 7 一 oo. (3.3.21) 


其 中 ao(b,an(b,bn(t) 是 u(R, 6, t) 的 Fourier 系数 : 


u(R,0,t) = al) + S lan (t) cosnð + bn (t) sin nd], 


n=1 


2x 
an(t) = ' u(R.,0,t)cosn040, 
mn Jo 
1p 
balt) =È f u(R,8,1) sin nods. 
Jo 


当 ao(t) = 1 时，(3.3.10)~(3.4.13) 的 解 为 (Carslaw and Jaeger, 1959): 


2 f° p Jo(ru)Yo(Ru) — Yo(ru)Jo(Ru) du 
cb-1+8 few (Ru) T Ye) w 


当 ao(t) Z 1 时 , 利用 Dahamel 原理 (Carslaw and Jaeger, 1959) 我 们 得 到 : 
t 
ua(rst)= f aA) G(r, — NX 
o 


+ a 
= f (A) x G(r,t — Nd 


=- -a f 


G(r,t — NdA 


-f Bool) Gg, t— A)dà (3.3.22) 
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Ouo(r, t) _ t Əao (À) G(r, t — ar 
ar ñ A ðr 


-EL ee 
0 0 


. Zolru)¥o(Re) — Yo (ru) Jo(Ry) q } dÀ 
RR FYER Hf 


Auo(r,t)|  _ ff Ba) [2 f% uy 
ðr lr Jo OA GJ salad 
Jo(Ru)Yo (Ru) — Yo (Ru)Jo(Ru) 
: EMES AET] an} dd. (3.3.23) 
4 
H(t) = -3 ew 2, Jo(Ru)Yo( Ru) 一 Yo(Ru)Jo(Ru) q 
° Fa Ru) + YE (RN) 
再 利用 Wronskian 关系 式 了 Carslaw and Jaeger, 1959): 
J,(z2)Y;(z) — J(2)¥,(2) = = 
我 们 得 到 : 
4vt ewe 
tol) = SAS RRS REN 
代入 (3.2.22) 式 得 到 : 
duo(r,t)| 1 Aag(A) Holt- A) 
Or La = Ryn h aA = dÀ. (3.3.24) 


为 了 讨论 初 边 值 问 题 (3.3.14)~(3.3.17) 的 解 , 首先 我 们 考虑 下 面 一 个 比较 简 
单 的 问题 : 


OGn  P Gn 4 10G,  n? 


Sor tre em TROST, (3.3.25) 
Galr=r = 1, (3.3.26) 
Gnlt=0 = 0, (3.3.27) 
Gn AR, “ro (3.3.28) 


Gn(r,t) = etu (r). 
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代入 (3.3.25) 式 我 们 得 到 w(r) 所 满足 的 方程 : 


这 是 n Br Bessel 方程 , 其 两 个 线性 独立 的 解 是 Jn (ur) BY, (ur). KIE, 对 于 任 
何 给 定 的 六 > 0, 


ett Ja (ar)Y,,(uR) — Yn (ur) In (HR) 
TAR) + Yè (HR) 


是 (3.3.25) 的 一 个 解 。 令 : 


_ 2 [> daun), (aR) Your) Ja (HR) dp 
epsa f TR FY) H 


W G,(r,t) 是 (3.3.25) 的 一 个 解 。 并且 ， 


G,(r,t)|r=r =0, 
G,(r, t)|t=0 = lim, G.(r,t) 


2 f° re Yal) nu) du - _( Ry" 
Ta(uR)+¥R(MR) (A) 


其 中 最 后 的 等 式 可 以 在 参考 文献 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P. 679) 中 找 


到 。 令 : 


Ga(r,t) = (2)" + G(r,t), 


MJ Gn(r,t) 是 (3.3.25)~(3.3.28) 的 解 。 由 Duhamel 原理 我 们 得 到 : 
t 
a 
a(n t= | a, (A= G, (r,t — Add 
u= | nD Cnt- 
t 
=-/ n(A) Gnr, t — AAA 
t dan (À 
=—an(A)Gn(r,t — XZ i+ f dent) G(r, ajda 
_ f da, Q) " 
-f TG (nt MA, 
un(r,t) 是 (3.3.14)~(3.3.17) 的 解 。 进 一 步 我 们 有 : 


Oun(r,t) Z a dan (à) 9G,(r.t =A) 4) 
r=R 0 


or 


3.29 
dÀ Dr qaaa 


r=R 
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另 一 方面 我 们 有 : 
Galt) __ n 2 [ © -t In HR)Yn (HR) — Yn (HR) In (WR) du 
Or |= R Zo J2(uR)+Y?(uR) m 
-m af” ewe du 
© R mRJo IRR) +Y2(uR) p 
4: , 
avt [> ort du 
H,(t) = i 
O= Fas Jo TUR) + YER) u 
W: 
OGn(r,t) __n_ Hilt) 
| eg (3.3.30) 
结合 (3.3.29) 和 (3.3.30) 我 们 得 到 : 
Oun __ ff dan(d) nay} t dan (A) Hn(t — Nay 
Glug Jo dA R R/xj dà Vt—-X 
_ on _ 1 t Oun(R, A) Hn(t — Nan 
R "l-r RVYiJ OA ATA 
类 似 地 我 们 可 以 得 到 
Oun __f, Dents NE, (t — NJ 
Olen R” l-r S fa 
其 中 wn(r 是 (3.3.18) ~(3.3.21) 的 解 ， 且 有 : 
t dbn (A) 
n(r,t) = Gn(r,t — A)dd. 
mlrd = | Set- 
由 等 式 (3.3.9) 我 们 得 到 : 
Ou 1 Duo < / Oun " un m. 
Or ear Or lenge > (> a mb + a Ws sinné) 


* Əuo (R. À) sd A) 


“TR | DA Vt 一 入 


< (Un|r=r cosné + vn|r=r sin n0) 


Sas Ay Ovn(R,A) . 
zal [= ) aoa nb + OA sinne] 


dà 
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Hn(t =>) 
"ax 
再 由 关系 式 


2x 
un(r,t) = if u(r, ġ, t) cosnọdọ, 
0 
Qn 
Un(r, t) = if u(r, ġ,t)sin nodo, 
0 
我 们 得 到 人 工 边 界 Op 上 的 一 个 准确 的 边界 条 件 : 


Ou _ ae oul, so _ À) 
— 5 a Í wee 


Ou(R, $, A) 
-= SÈ w cos n(d — 0)dó 
æ 2x 
. E Ra > nf u(R, d, t) cosn(p — 0)d% 
n=1 
=Keo (u 2u), (3.3.31) 


在 实际 计算 中 , 我 们 只 需要 取 无 穷 级 数 中 的 前 几 项 , 这 样 我 们 得 到 下 面 的 近似 人 
工 边界 条 件 : 


watt Ta DR, A A) cosn(d — 0)d9 
; Fan - = 3 . É u(R,ó,t)cosn(é — 0)dó 
=Ks (a %). (3.3.32) 


利用 人 工 边 界 条 件 (3.3.31) 和 (3.3.32), 我 们 可 以 将 无 界 区 域 上 的 问题 (3.3.1) ~ 
(3.3.4) 简化 为 下 面 有 界 计算 区 域 上 的 问题 ; 


ðu u 16u 18u 


S= Pa a Tapa ti t), (r,0,t) € Di, (3.3.33) 
u|z = g(0.t), (3.3.34) 
Ou Ou 

s | Z= Ke (u =) (3.3.35) 


ult=0 = uo(z)- (3.3.36) 
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及 其 近似 简化 边 值 问题 : 
ðu Pu 1du, 1 Pu 


otro Tt moet f(r,0,t), (7,0,t) € Di, (3.3.37) 


uly = g(0,t), (3.3.38) 
Ou Ou 

Blea (u S) (3.3.39) 
ult=0 = Uo(z). (3.3.40) 


3.3.2 ”近似 简化 边 值 问题 (3.3.37)~(3.3.40) 的 差分 近似 
首先 , 我 们 将 区 间 [0, T| 等 分 为 


O=to<h <- <tk=(T, (3.3.41) 
再 将 7 方向 的 区 间 (a, b] 和 9 方向 的 区 间 [0, 2] 等 分 为 
O=ro <r <i <rr=b, 0=0 <0 <: < Oy = 20. (3.3.42) 


£ + = T/K, h = (b—a)/I Ë ó = 2n/ Jo 对 (3.3.37)~(3.3.40) 应 用 Crank- 
Nicholson 差分 格式 我 们 得 到 : 
utj 一 2uk; + ub ij + uti 一 2uks) +u 
2h? 


eee 一 k- 
uipi j 一 Wi 一 1 + Vita 一 了 一 1 
Ahr; 


uk a —2uk + ukj tui 一 2u 21 T! tubs 
2r262 
k- = 
uf uig" + AG" 
= + ——= 0, 
T 2 
l<i<I,1<j<J1<k<K, (3.3.43) 


ia 


wy=0, 1<i<I+11<j<J, (3.3.44) 


uk, =9(0;.tk), 1<j<J 1<k<K, (3.3.45) 

uk —ub_ ð 

hed 3 = Ky (ut +, +), gC #1) Cts 
1<j<J,1<k<kK. (3.3.46) 


在 时 间 的 每 一 步 大 ， 我 们 需要 计算 人 工 边 界 条 件 中 的 积分 : 
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t f Əu(b,@, À) Haltk — À) 
[ A = cosn(ġ — 0; ad 一 a 
n=0,1,---,N, (3.3.47) 
2x 
| u(b, $,tk) cosn(@ — 0;)dé, n =0,1,--- , N, (3.3.48) 
0 
(3.3.48) 的 计算 较为 简单 : 
2 
f u(b, ġ, tx) cosn(ġ — 0;)dé 
Jol fosy k — uk = 
= Ej futs + (aa — Ur a)(O — Os) “iNO 2) cosn(ọ — bj)do 
s=0 "0 ó 


J 
1 
= 5 D ub, leos(6, — 0;) — c0s(0441 — 0;) — cos(0,—, — 6)]. 
= 


对 于 (3.3.47) RMA: 


tk 2r 
l f PAN cosn(— oapel n(tk 2) 4 


Vth —X 
-SE eet ur — he ur — Uh ai 一 u + lis 
tr > í w 
ç pane + cosn($ — 0 pastia -Aa 
大 一 1 J 一 1 
=Ë TD (wit — wh) Beasley — 0) — cos — 0) 
thet = 
—cos(@s—1 — 4;)] + ! Fan. 
对 于 其 中 的 积分 , 
Hn(tk — ») ay 
ti vtk — À 
Rima EE 的 函数 值 然后 用 数值 积分 来 近似 。 


m 
3.4 三 维 热传导 方程 外 问题 的 整体 边界 条 件 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 三 维 热传导 方程 外 问题 (11) 的 整体 边界 
条 件 和 其 近似 问题 的 差分 解法 。 


第 3 章 ”热传导 方程 和 Schrödinger 方程 的 整体 人 工 边 界 条 件 -119- 


3.4.1 人工 边界 P 上 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边 界 条 件 
HF n = 3 我 们 考虑 下 面 的 初 边 值 问题 : 


Ou 

于 -人 A= fet), (x,t) € D, (3.4.1) 
ulxs=g(z,t), — (z,t) € X, (3.4.2) 
u|=o=uo(z), TERN, (3.4.3) 
uh, 4 |z| 一 oo. (3.4.4) 


ATUR Sp 将 区 域 D 分 为 两 部 分 ，Di 和 D。。 我 们 将 先 找 出 人 工 边界 Sr 上 

的 人 工 边界 条 件 , 这 样 可 将 问题 (3.4.1)~(3.4.4) 简化 为 一 个 有 界 区 域 上 的 初 边 值 

问题 。 为 此 , 在 区 域 De 上 考虑 问题 (3.4.1)~(3.4.4) 的 解 。 在 球 坐 标 下 我 们 得 到 : 
ðu Pu 2ðu 1 ôf., gt 
at Hitrort er (59959) 


00 
1 Ou 
= 6.¢,t u .4.5 
tagga (n.b e D (3.4.5) 
ulr=r = u(R, 0, 9,t), (3.4.6) 
uli=0 = 0, (3.4.7) 
4 一 0， 当 7 一 oo (3.4.8) 


u(r,0,ó,t) = matat PA pn (nt) po(cosg) 


十 S Py" (cos 8) (unm(r, t) cos MP + Unm(r, t) sin m) }. 


m=1 
(3.4.9) 
将 其 代入 (3.4.5) 可 得 : 
1. uoo(r,t) 满足 : 
ĝuo _ uo . 2 Ouoo 
mor tro "> O<t<T, (3.4.10) 
uoo[r=R = aoo(t), (3.4.11) 
voolt=0 = 0, r>R, (3.4.12) 


Uo0 +0, 当 了 一 oo- (3.4.13) 
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2. unm(r, t) (或 者 Umm (r, t)) 是 下 面 的 初 边 值 问题 的 解 : 


aG _ PG 20G n+Da 
a Or + Or r? 


r>R, 0<t<T, (3.4.14) 


G|,=n = anm(t)( 或 者 bnm(t))， (3.4.15) 
Gh=0=0, r>R, (3.4.16) 
G 一 0, 当 r 一 oo. (3.4.17) 


其 中 Pm(cosb),m = 12,…… , m =1,2,……,m, 是 Legendre 函数 ,aoo(t),anm(t)， 
bnm(t) 是 u(R, 0, ġ,t) 的 Fourier 系数 : 


u(R, 6, 9,t)= sx oo 十 > — ) po Po(cosb) 


n=1 


+ 二 Pm(cosb) (anm(r,icosm 四 十 bnm(rtsinmg) h 


(2n + 1)(n — m)! a a 
anm(t)= ~On(n+m)! | J. 
+ u(R,€,0,t) P (cos €) cos my sin €d€dy), 
(2n + 1)(n — m)! a 
bam(t) =  2n(n +m)! f f 
+ u(R, €, 9, t) P7 (cos €) sin my sin Ed€dy. 


对 于 函数 uoo(r,t), 我 们 得 到 (Han and Huang, 2002-A): 


2R se —R)?\ _.2 
wolt) = <a =; aoo (t — m -5 )e dy, (3.4.18) 
se 1 t t Aago(A) 1 
r R, t) = —Rueols=R “L D ES 
为 了 求 出 初 边 值 问题 (3.4.14)~(3.4.17) 的 解 , 首先 我 们 考虑 下 面 的 简化 的 问 
题 : 


dà. (8.4.19) 


OGn _ Gn ,20Gn nntD)oy, i>R 0<t<T, (3420) 


ot or ror 把 
Gnlr=r = 1, (3.4.21) 
Gak=o=0, r>R, (3.4.22) 


Gn 一 0， 当 7 一 oo. (3.4.23) 
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a: 
Ga(r, t) = er tw(r). 
将 上 式 代入 (3.4.20) 我 们 得 到 w(r) 所 满足 的 方程 : 
Ow 20w n(n +1) 
or? Tr Or + (2 o jw 
方程 (3.4.24) 有 两 个 线性 独立 的 解 : 


wi (ur) = Von Our Insij2(ur), w2(ur) = y Br Yalpr). 


2 [7 ute wr(ur)wa (wR) — wi (uR)wa(ur) du 
cnni e ORR) TBR) u 
直接 验证 可 知 G, (r, t) 满足 方程 (3.4.20)。 并且， 


=0. (3.4.24) 


ia: 


G,(r,t)|r=r=0, 
G.(r, l=0= lim, G,(r, t) 


= et 2, Wi (ur) we(uR) — wi (wR)we(ur) du 
x Jo w? (uR) + w (u R) m 


. 人 


, Ta 72(r)Y, ya (R) — Yn+172(4T)Jn+1/2(4R) dy 
Je ia (R) + Yo a (uR) H 


=-(2)"™, r>R. 


其 中 最 后 的 等 式 可 以 在 参考 文献 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P. 679) 中 找 
到 。 $: 


Ga(r,t) = By” + G.(r,t), 
TW Gn(r,t) 是 (3.4.20)~(3.4.23) 的 解 。 由 Duhamel 原理 我 们 得 到 : 


t 
un) = f anml) Gn (r,t — A)dà 
0 


š a 
=- f iia ele 


[ denn) 


=—anm(à)Gn (r,t — ANIA + ax 


G,(r,t — A)dà 


=-/ 2 Sml) danm(A) G, (r,t — A)dA. (3.4.25) 
0 
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类 似 地 我 们 有 : 
wam (r, t) = jr dre) court —d)dd. 


um (r, t) 和 Unm (r,t) 是 (3.4.14)~(3.4.17) 的 解 。 进 一 步 我 们 有 : 


Bunm(r, 


_ f danm(à) 9G, (rt — A) gy 
ôr |r j dh ar = 

_ ntl 4 f$ dbam(A) 

=-— mlt) - R J, — ax 
oc (t-A) 

k f 
fo M2 yo(HR) 十 了 Haya(AB)] 
另 一 方面 我 们 有 : 


4vt et 
R [Ga +X Z paR” 


Et/ dé 
-uf J 12(€) + Yns172(8) Š 
= Hn+1/2(t/R?). 


综合 (3.4.27) 和 (3.4.28) 我 们 得 到 : 


ðunm| __n+1 _ f danm (A) H,+ za (FF) 
ar lk R anml) -= J A EA x 
类 似 地 我 们 可 以 得 到 : 
Dounm __ntl, (t) - j dbnm(A) Hn+12 (F) dd. 
or aR Rk t dÀ Vit— 和 \ ` 


由 等 式 (3.4.12) 我 们 得 到 人 工 边界 2R 上 的 边界 条 件 : 


1 Ouoo 
ræ 2 OF 


+ > Ë Puno Po(cosb) 


Dr batt 


+ D P (cos (= unm cos mo g ™ sin mé)| 
m=1 
Baoo( 和) 1 


z -zp - raf BD MR 


r=R 


(3.4.26) 


(3.4.27) 


(3.4.28) 


(3.4.29) 


(3.4.30) 
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fl 
+> {al- 
+ P®(cos@) + 5 -4 

m=1 
“1danm(A) db, (A) 
-f (A cosmo + =i dA 


dÀ 


- Zea 0g), A] Pz (coso)} 


+1 t dano(A) Hn+1/2 (SA) 
ano(t) 一 car a => | 


= (anm(t cosmó + bnm(t) sin mø) 


sin më) 


= Bx (uls zl) . (3.4.31) 
利用 Legendre 函数 的 加 法 定理 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980): 


Ppa (cos y) = P? (cos aspas 0) 


+2 Èe “(nt TI Pr (cos€) Pr (cos) cosm(w — ç), 
其 中 P(t) = P&(t), 
cosy = cos € cos 0 + sin € sin @ cos(w — g), 


可 将 (3.4.31) 简化 为 : 


k š a I, u(R, €,¥,t)dSe.y 
ae [ š ñ Əu(b, EY. Vasey == = 
= tty es u(R, €, W, t) Pa (cos y)dS¢,y 
a [ x PUREA p (con dey eH) ay} 
os ‘aa a|. ) (3.4.32) 


边界 条 件 (3.4.32) 是 三 维 热传导 方程 外 问题 (3.4.1)~(3.4.4) 的 解 在 人 工 边 界 Cp 
上 满足 的 准确 边界 条 件 。 利 用 (3.4.32) 我 们 可 以 将 无 界 区域 上 的 问题 (3.4.1)~ 
(3.4.4) 简化 为 下 面 的 有 界 计 算 区 域 上 的 问题 : 


& — Aur = f(z,t), (x,t) € Di, (3.4.33) 


uls = 9(z,t), (z,t) € X, (3.4.34) 


.124. 人 工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


= =o, ( = ) ; (3.4.35) 
r=R Er 
uļt=0 = uo(z). (3.4.36) 


在 实际 计算 中 , 我 们 在 准确 人 工 边 界 条 件 (3.4.32) 中 取 无 穷 级 数 中 的 前 几 项 ,可 
得 到 下 面 的 近似 人 工 边界 条 件 : 


Ou 1 
= eal, u(R, £, 0, t)dSey 
1 ft f Əu(b,€,0, A) 1 
-zz f J, Be aS, = qA 
z 1)(2n+1 
-D {CHR Sp EDPS 
sae +1 Bu(R, €,¥,d) 
—, as, 
af J. (cos) Ey 
Pie à) 
a) 
=e (ulee Z|, ). (3.4.37) 
和 近似 简化 初 边 值 问 题 : 
2u — Au = f(z,t), (#,t) € Di, (3.4.38) 
uļs =g(a,t),  (z,t) €J, (3.4.39) 
Ou Ou 
| (us. Fil,” (3.4.40) 
ult=o = uo(z). (3.4.41) 


3.4.2 ”近似 简化 初 边 值 问题 的 稳定 性 分 析 


我 们 考虑 下 面 的 近似 问题 : 
H —Au=0, (z,t) € Di, (3.4.42) 
uly = g(z, t), (x,t) € X, (3.4.43) 
Ou Ou 
| (use: al, ) (3.4.44) 


u|i=o = uo(z). (3.4.45) 
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引 理 3.4.1 W u(r,0,¢,t) 是 (3.4.42)~(3.4.45) 的 解 , WA: 
t 2n pr A 
i J J dy (ul Bas Fla Jul sp R? sin 0d0dód+ < 0. (3.4.46) 
证 明 将 
u(R,0,ġ,t)= solr, t) + > {20D peeos0) + > Pi" (cos 0) 
. (anmlr, t) cos mọ + bnm(r,t)sin me) } (3.4.47) 
代入 到 (3.4.37) 我 们 得 到 : 


By (ulsa Fl, ) 
r 


1 t ðaoo(À) 1 


1 
as A dÀ 
=—pR%™) — 37 J, on A 


N 
+D G- H m- f K. Esa OE) o] P2(cos) 


二 (anm(t) cosmo + bnm(t) sin mọ) 
t (danm(A) dbnm(A) ， 
-/ (TE cosmo + 一 sinmó) 
Hns1/2 (FE) ay] pm 
` oj] F (cos0)) 


=Wo(aoo) + y Malet) Walen) Aan po (cos 0) + S S° {Wn (anm(t)) cos mọ 


n=l] m=1 


+Wn(bnm(t)) sin mg} Pp’ (cos 0), (3.4.48) 


其 中 ， 


df(A 1 
WG0) -0-a | D Lay 


df(À) An. t=) 
muo =- [ YO nala), 
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综合 (3.4.47) 和 (3.4.48) 我 们 得 到 : 


ais ðu 
2u Rsi 
[ Í J Py (uls ake Jul sin gdgdddr 


t N 
=ar? | {Wo(a0o(t))a00(#) tÈ BT Wont))anolt) 


N n 
(n +m)! 
i 202, (n + Dm — m! 


+ (W,(a,əə (t))anm (t) + Wn(Pnm(t))Pnm(t)} par. (3.4.49) 


一 方面 , 对 于 n = 0,1,… , ,我们 在 区 域 ((z,t) | R < r < so, 0 < t < T) 
上 考虑 下 面 的 辅助 问题 : 


OGn Gn 20Gn n(n+1) 


pr Pea F Gn, r>R,0<t<T, (3.4.50) 
Gnlr=R = anm(t), (3.4.51) 
Gnlt=0 = 0, (3.4.52) 
Gn — 0, “r 一 oo. (3.4.53) 


由 (3.4.29) 我 们 得 到 : 


OGn 
or 


= Wn(anm(t)). (3.4.54) 


r=R 


以 72Gn(7,t) RUG (3.4.50), fE [R, co] x [0, t] 上 分 部 积分 , 再 利用 (3.4.52)~ 
(3.4.54) 我 们 得 到 : 


æg 4 
| Gol ra=- f 到 2Go Cr)Gu(Rrjdr 
R 


-f SU (gg D Dy. +n(n + 1)G2(r, n] drdr. 
(3.4.55) 


即 : 
fs IG, mn +f fe a(t) ayr ) + n(n + 1)G%(r,7) Janae 


OGn(R De 
_ VA Re G,(R.r)dr. (3.4.56) 
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由 此 得 到 : 
t ƏG, (R, t 
[ De ra= Walemmlr annar so (34:57) 
类 似 地 可 以 得 到 : 
大 Wn (bnm(T))bnm(T)dr < 0. (3.4.58) 
0 
综合 (3.4.49), (3.4.57) 和 (3.4.58) 我 们 得 到 引 理 的 证 明 。 . 


对 于 近似 问题 (3.4.42)~(3.4.45) 我 们 有 下 面 的 稳定 性 估计 : 
EH 3.4.1 Wu R (3.4.42)~(3.4.45) 的 解 . "4 g = 0 时 , 则 有 下 面 的 稳定 
性 估计 ; 
lu(z, t)|?da < f juo(x)|?dz, 0< t< T. (3.4.59) 
M Mi 


证 明 A u 乘 以 方程 (3.4.42)， 在 D, 上 分 部 积分 我 们 得 到 : 


ye nace f f, 89] f 
z Í ue DPa= f u aif f Dre |p, ws daa: 


d Ou ðu 
-f S Ən pn trae: (3.4.60) 
由 引 理 3.4.1， 我 们 有 : 
Ou(z,t) 
/ a i u(x, t)|s,dsdt < 0. 
因此 , RIA: 
Í lu az < f luo(z,t)|?dz, O<t<T. H 
Dy 2 


由 估计 式 (3.4.59) 我 们 得 到 : 

定理 3.4.2 ”近似 问题 (3.4.42)~(3.4.45) 最 多 只 有 一 个 解 。 . 
完全 类 似 地 我 们 得 到 : 

定理 3.4.3 ”简化 边 值 问题 (3.4.33)~(3.4.36) 最 多 只 有 一 个 解 。 a 
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3.4.3 ”近似 简化 边 值 问题 (3.4.38)~(3.4.41) 的 有 限 元 近似 


下 面 我 们 讨论 (3.4.38)~(3.4.41) 的 有 限 元 近似 。 首 先 我 们 引进 下 面 的 集合 和 
空间 : 


U= {w(z,t) | t [0,7], w( + PE +t) € H(A), 
及 ulz,0)= 0,u|r = g}, 
V = {v(x) e H'(Q) | vir = 0}, 
则 边 值 问题 (3.4.38) ~(3.4.41) 等 价 于 变 分 问题 : 
{ Rucu, 使 


Suo) +a(u,v)=(f,v), Vu € V. 


(3.4.61) 


其 中 ， 
Ou 
,v0)= | VuVvd -f ® Fl ds, 
a(u,u) J, we N (ul. Ot “J” a 
(a= f uudz, 
Ni 


(fo= f frà. 


对 于 Q, 上 的 一 个 给 定 的 有 限 元 剖 分 , 设 Vi C H(A) 是 一 个 给 定 的 有 限 元 子 空 
间 , 例如 对 于 三 线性 单元 (假设 全 是 多 面体 的 表面 )， 


Vh = {pn(z) € (A), | vlk € P,(z)), 
其 中 K 是 有 限 元 单元 。 设 Ni(z), Nz(z),…… ,NM(z) 是 Vi 的 基 函 数 ， 令 : 


M 
Un = {wn(7,t) | walet) = J as(t)Ni(2) 
i=l 


Bewnlr = grai € HY (IO, T)), oi(0) = 0}, 
VR = (u(z) € Vn | u|r = 0). 
其 中 gn 是 g 的 插值 函数 , 则 我 们 得 到 问题 (3.4.61) 的 有 限 元 近似 : 


找 un € Un, 使 
d (3.4.62) 
q uÜ tn) + a(un, vn) = (fiva), Von € vp. 
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由 变 分 问题 (3.4.62) 我 们 得 到 一 个 关于 a(t), az(t),… ,am(t) 的 常 微分 方程 组 
的 初 值 问题 ， 解 出 a (t), a2(t),…- ;QM(t) 即 可 得 到 有 限 元 近似 解 wh。 


3.5 ”无 界 区 域 上 的 Schrödinger 方程 


Schrédinger 方程 是 物理 学 中 的 一 个 基本 方程 。 Schr5dinger 方程 已 经 被 广 
泛 地 应 用 于 不 同 的 领域 ， 如 量子 力学 、 光 学 等 。 定 义 于 无 界 区域 上 的 一 维 线性 
Schrédinger 方程 的 初 值 问题 由 下 式 给 出 : 


iv (x,t) = 3a(z,) +V(z,t)W(z, D), 
(1) V(z,t) € R! x (0, T], 

w(z,0) = (z), Vr e R, 
其 中 V (z, t) 是 定义 在 R! x (0, T] 上 的 实 值 势 函数 ，d(z) 是 给 定 的 复 初 值 函数 ， 
未 知 函 数 w(z,t) 是 定义 在 R! x (0,T] 上 的 复 值 函数 。 


对 于 无 界 区 域 上 的 二 维 或 者 三 维 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问 题 ， 其 形式 
如 下 : 


ea = laut V(a,t)y, ceER", O0<t<T, 
Ot 2 
(N) Yli=0 = Wo(z)， = e R", 


v0, 4 ||z|| Ə +oo, 0 <t<T. 


其 中 如 (z) 是 给 定 函数 ，Wo(z) 在 以 Ro 为 半径 的 圆 (RR) 外 为 零 , 即 : 
yo(z) =0， V|z| > Ro. 


上 述 二 个 初 边 值 问题 都 是 定义 在 无 界 的 区 域 上 。 在 初 值 满足 一 定 光滑 性 的 条 
件 下 , 问题 ( [ )~(1) 都 是 适 定 的 。 为 了 应 用 标准 的 有 限 元 或 有 限 差分 方法 来 求 
解 这 类 问题 , 我 们 引进 入 工 边界 , 例如 在 问题 (11) 中 可 取 人 工 边界 为 : 


Zr = {(z,t) | |z| = R0 <t <T}, 


其 中 R> Ro 为 一 正 实数 。 在 二 维 情况 下 Xa 是 以 原点 为 中 心 ，RR 为 半径 的 贺 
周 , 在 三 维 情况 下 Xa 是 以 原点 为 中 心 ， 尽 为 半径 的 球面 。 这 样 人 工 边界 Sr 将 


.130 . 人工 边 界 方法 一 一 无界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


区 域 D = {(z,t) | z € R", 0 < t < T) 分 割 为 两 部 分 , 无 界 区 域 D。 和 有 界 区 
域 D;: 


又 


De = ((z,t) | lz| > R,0 < t < T), 
Di = ((z,t) | |z| < R,0 <t < T). 


对 给 定 的 问题 如 果 我 们 能 在 人 工 边界 Sr 上 找 出 未 知 函数 u(z) 满足 的 边界 条 件 
或 者 构造 出 “合适 ”的 近似 人 工 边界 条 件 , 我 们 可 以 将 定义 于 无 界 区 域 D 上 的 初 
值 问题 归 化 为 定义 于 有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 , 并 在 有 界 区 域 Di 求 其 
数值 解 。 在 第 3.6 节 , 第 3.7 节 和 第 3.8 节 中 我 们 将 分 别 讨论 无 界 区 域 上 的 一 维 、 
二 维和 三 维 线性 Schrödinger 方程 的 数值 解 。 


3.6 ”无 界 区 域 上 的 一 维 线性 Schrödinger 方程 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 下 面 无 界 区 域 上 的 一 维 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问 


题 : 
0% _ 10%w 1 r 
ize s G7 t VOY ZER ,0O<t<T， (3.6.1) 
(2,0) = ó(z), 2 ER. (3.6.2) 


3.6.1 ”简化 初 边 值 问题 及 其 差分 近似 
我 们 假设 V(z,t) 在 一 个 有 界 区 域 (z1,zr) x (0,T] 外 面 是 实 常数 , BB: 


V}, z,< z< +eoo, 0 <t<T, 
V(z,t) = 
V., —o <z <s, O<t<T, 
其 中 V, V, 是 两 个 实数 , H (x) 有 紧 支 集 ， 
Supp{9} C [zt,zr]. 


我 们 引进 两 个 人 工 边界 号 = (z = 1,0 < t < T) #l Z, = (z = z,,0 < t < 
T). Sy AS, ¥ R! x (0.T] 分 为 三 部 分 : 


Di = ((z,t) | -œ < z < zi, 0 <t < T), 
D, = {(z,t) | z+ < z < +oo, 0 < t < T), 


D. = ((z,t) | zú < z < z+, 0 < t < T). 
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其 中 有 界 区 域 Di 将 是 我 们 的 计算 区 域 。 在 人 工 边 界 D 和 X. 上 的 边界 条 件 由 
不 同 的 作者 独立 给 出 (Abdallah and Pinaud, 2002; Arnold, 2001): 


Ow (ay, t) rete Si a "T u Ae ay 
ðr Vx dt a, S08) 


plar t) _ Z -ți e-iV+t d ENN 
St yei af CUA (864) 


在 文献 中 这 些 条件 也 称 为 透明 边界 条 件 (Transparent Boundary Condition)。 其 
意思 可 以 解释 为 这 些 条件 对 于 某 些 波 是 透明 的 , 即 这 些 波 在 此 没有 反射 。 利 用 这 
些 边界 条 件 我 们 可 以 得 到 简化 的 初 边 值 问 题 : 


1 
i% == as +V(a,t)v, V(x,t)€ Di, 
w(2,0)=9(z), m < z < Tr, (3.6.6) 
iV 一 入 
end) = ye" eve ef K Ne ah tenet 
(3.6.7) 
(2 ; iV 
Prt) = -Zete iV+t a “Here dà, 0<t<T. 
(3.6.8) 
下 面 我 们 考虑 简化 初 边 值 问题 (3.6.5) ~(3.6.8) 的 差分 近似 。 将 [zl, zr] 等 分 
A wn = (z; | 0 < ; < M). HH z; = m + jh, 0 <j < M, h = (z, — z)/M. 


a i= kr iey = (= 5) T, k=0,1,2 K. 我 们 首先 引进 下 
面 的 引 理 。 
引 理 3.6.1 设 f(t) € C?[0,tn], f(0) = 0。 令 : 


F) =e f k 
则 我 们 有: 
SF (tn) ) + F(tn—1)] 
-点 [aor Do -1 — Ann) ft elat] + (79/2), 
其 中 ， 
6 AT Phas EHe), k=0,1,2 n= 1. 
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证 明 ”由 f(0) =0 我们 得 到 : 


d t j(s)eivs 
dt o Vt—s a 


= Í roai 
=< [= 二 sjf(s)eivs|4_o + if 2Vt 一 ave a as| 
-4f “ayia U), 


-f2 (2VE s) d( s as = [EO _ds 
o dt o ds VE 一 5 
因此 由 引 理 3.2.1 及 等 式 


人 (3.6.9) 
我 们 得 到 : 
Fitment [" UO, 
n Seti ue ute 
= et, > f(tr)e fe u 5 


十 O(r3/2) 
= 元 ee r [feet — fltp) t “| + O(73/) 
k=l 


n-1 
= Fz [aos ttn) = Dwi = ana) Alnet] + ot). 


k=1 


因此 有 : 


[F(tn) + F(tn-1)] 


Nie NIP 


== (era tom. ki — ant) f (te)e eee)] 
+ ffs) (neon 1- fe esa] 00) 
k=1 


= -天 = [aft a igs 1 — On) a at] + O(7*/?). " 


i k=1 
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以 Y(t) 表示 (z, t) 在 (zj,t) 的 值 , 利用 Taylor ER, 由 (3.6.5)~(3.6.8) 我 们 
得 到 
id 加 GO _ ss a sw- — volt) 


dt 2 h 
-že —(F4+V_t)i t Wo(s)eV-* “a 
F vt-s 
+V (ao. t) Yo(t) + Roit), O0<t< = (3.6.10) 
. dp; (t 1 
SAOL i. 让 [本 HG 一 2 本 的 十 一 -人 
+V (aj, t) wi(t) + R; (t), 
1<j<M-1, 0<¢t<T, (3.6.11) 
REZO] =l., 2{ = yze - (+V t)i i t Puls as 
dt 2°h 元 ar =r 
Wu (t) — Eu A(t 
-= Pury +V(zu,t) Bu (t) + Ru(D), 
0<t<T, (3.6.12) 
(0) = (aj), O<J<M, (3.6.13) 
其 中 ， 
|Ro(t)|<ch, |Rar(t)|<ch; |Rj(t)|<ch?, 1<j<M-1, (3.6.14) 


在 (3.6.10) 和 (3.6.12) 中 应 用 了 下 面 的 等 式 : 


Pry(art)  2pv(ar+h,t)— Vat) _ 3yr, t) 
ont Al h -Be } +00), 


Pylat) _ 2 Ov(ar,t) _ Wer, t) — w(x, — h,t) 
ðr? h Ox h } + Off). 
= vir d ft Pols)’ 
=e-iv-t š 
F(t)=e aly Vis ds. 
7 d ft tu(s) 
=e iV+t M 
an= sl yeas 


由 (3.6.10)~(3.6.13) 我 们 有 : 


1 rdwo(tn) , d¥o(tn-1) 
Li eea] 

1 271; %(tr)— Yoltn) , Viltn—1) — Yo(tn—1) 
ek h ] 
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Es + 5 (Fltn) + Elta) } 


+V (gostn 3) * 5 [Yoltn) + Yoltn-a)] + OG2 +h), 1 < n < K, 
_ 1 pdij(tn) , dw(tn-1) 

oes aa ml 

1 yi 


— x M [%+1 (ta) = 2; (tn) + -1(tn)] 
+f [Wa — 295 (tat) + Byala) } + Vle tag) 


š zla) + 到 (+Orz+j2 1<j< M-1, 1<n<K, 


. 1 rdyu(tn) dwm(tn-1) 
pel | 


=-}.2{- en 5 (Glin) + Glen) 


-1| (t) — Wu-i(tn) rf Yu(tn—1) — #m-1(tn-1) 
2 


h h ]} 


$V(0Msty 4) * 5 [Yarltn) + Pulini) +00? +A), 1<n<K, 
(0) = @(z;), 


O<j<M. 


UP = W(tn). 
再 利用 Taylor 展开 式 我 们 得 到 : 


veut 1 


p= esa. ° 
I 2 r pr 3 — py ° eng a=} 
jc s: “Vx” He [ow 
n=l 
= Sane = tink) my eV- tata] +G), 
k=1 
+V (vot 3) WW 2 +O(2 +h), 1<n<K, (3.6.15) 
yr nl 1 Ipong ¿U ie 
i. =-s' [oa oup + op) 
+V (ajta 3) UP + O(r2 + 2), 
l<j 


<M-1,1<n<K, (3.6.16) 
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. ÚW =- =n n-} 
to bens et zl- 


n-1 


— S (an—k—-1 — Ant) ee 
k=1 


š 
on t gaa ar 
+0(79/2) - M t) +V(zu,ta-1) Uhr? 
+O(7? +h), 1<n < K, (3.6.17) 
DP = (j), 0<ij<M. (3.6.18) 


H (3.6.15)~(3.6.18) 我 们 立刻 得 到 下 面 的 差分 格式 : 


„WLL aiu = n-t 
a T i -3 Pi x Z [e ° 


n=l 
一 > (an-r-1 = an- pyg te- =y 
k=1 
+V(zotn -400 $ 1 < n< K, (3.6.19) 
ye — yt T. 4 asa | 
i [a -2w ed 


$V (zp tn), 
1<ij<M-1,1<n<K, (3.6.20) 
oR, — var 1 2 他 2 


,. Yu e u. — s .2 4 oil nm 一 去 
T Tah ° Jz novia 


bh Witte 
— Sanna — ak) “eV | 


Unt — rs 
u u) 十 V(zMrit 避 ° 
l<nck, (3.6.21) 


we = e(z;). O<G <M. (3.6.22) 


3.6.2 ”差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) 的 稳定 性 和 收敛 性 分 析 


在 这 一 小 节 中 我 们 讨论 差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) 的 稳定 性 和 收敛 性 。 首先 
我 们 引进 下 面 的 引 理 : 


引 理 3.6.2 (Arnold, 1998) 对 任意 了 > 0, 4 u(t) € H3(0,T) 且 其 在 
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t > T 上 的 延 拓 u(t) = 0。 则 


E 


Soh ú KR u WARA. 
为 了 讨论 引 理 3.6.2 的 离散 形式 , 我 们 首先 证 明 : 
引 理 3.6.3 4: 


o) Z saa] > > 0， 


jh a € (0,1), 
ro- y z é (0,1). 


MJ f(z) € HVA(R). 
证 明 ”由 f(z) 的 Fourier 展开 式 我 们 有 : 


1 1 
-izydz = — f ¿-izvaz = . 
fly) = AL f(z)e x Vax Jy e iz LPP" 
因此 我 们 有 : 
十 oo Ë 2 
f a+ fof ay 
-oo 
+00 sin? (1 
=f a+ Bay 
-f a+r Days f a + y (E ay 
-1 (4)? lyl>1 y 


1 
</ (+ ay + f (+y? M4 ay < oo. 
J-1 


ul> 


即 f(x) € H14(R)。 引 理 证 毕 。 


推论 3.6.1 车 
1, z € [a,b), 
/加 -{ 0, 2r¢ (a,b). 
MJ f(x) € H1/A(R). 
引 理 3.6.4 ”对 于 复数 un n = 1,2,… ,N, 我 们 有 : 


Refe™ . Sm > faou” 一 S haa 一 an-x)u"] } >0, 
n=1 k=1 


其 中 ak 在 引 理 3.6.1 中 已 定义 。 
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证 明 ”定义 函数 w(t) 如 下 


u”, t€ [ta-1tn), 1<n< N, 
u(t) = 
0 t ¢ [to, t N)- 


1, t€[tr-1,tn), 1< n < N, 
0, t¢ [to,tw)- 


则 : 


N 
u(t) = ou" falt) 
n=1 


由 推论 3.6.1, ue 有 HW4(R)。 由 分 部 积分 及 等 式 (3.6.9) 我 们 有 : 


[ogl Zaa: 
ty t P 
=f gl asa: 


a 


Í ult) Tr a Lf, i Faja 


n=1 
N t t 
_ d u(s) 
= 7 _ ls| dt 
x= J aly Z s] 
yr r u(s) ds — men _ula) ds] 
n=l o Vin—s 0 Vtn-1 -8 
N n pe u(s) nl pty ule) 
=) wu ds — — ds 
> >L. Vin — s fold tea Vin-1 — 8 ] 


i 

Maz 
šI 

iM: 
=, 


tk 1 
一 - -sds ve . f: = = ds] 


z 
lI 
r 


II 
Mz 

引 
Me 

s 

£ 

+ 

= 

| 
M 

i 

A 
Š, 


i 
> 
W 
> 
i 


n-1 


区 FOF le u" — Y (an-k-1 — dna) ut]. 


n=1 k=1 
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应 用 引 理 3.6.2 即 得 : 


N n—1 
ET Ze [aout -Dene on) |} 


ia k=1 
Do t 
= Refet. j wgl | >0. 
Bou = {uou ,UM} Al v = {vo,v1,… Ua} 是 两 个 定义 在 wh 上 的 复 
值 格 点 函数 , 我 们 引进 下 面 的 内 积 和 模 : 
= 1 
(u, vy=a(5 To vo + Dae 3% ua um), 


lull = Vo), [o= eye 


BE {UP} 是 差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) 的 解 , WA: 


定理 3.6.1 


le" < lé; n=1,2,.…,K. 


证 明 Arot — iha E AL (9.6.19). -ihi E IROA (8.6.20), Be Sih, yet 
乘 以 (3.6.21), 然后 将 各 式 相 加 我 们 得 到 : 
afd aa ve — vo 


vo = 
M-1 taugi 4 — = 
=I UP -y lnk we YN 
+ 和 好 — + aw SM u 
j=1 
n— 1 2 
ma a, E a 1 TF 
== 二 
22 h Vr aQ 
í| = aly i 
. [aovo = SP (a,-k-1 — an-k)wWo karitea] 
k=1 
LI s i me SSS 
-3 oe Z vie? [aoe += Yolen ea 


-an-tir eVo] —i WAL V( + ti g)¥"-4). 


取 实 部 我 们 得 到 : 
1 nll2 _ ln—1ll2 
z (iw? = le" IP) 
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= 2 Z Tz Refet vo "s š 


n-1 


Bn k-1 — ân- ur È @-iV_(tn wh 


k=1 


-VE Je Role or [ow 


n-1 


— 7 (an-x-1 — an- Kir? $e-iv+ (tn =) 
k=1 


+Re fi (v3 V(t ))}. (3.6.23) 


1 
z 


wj=1, 1<j<M-1, 及 wo=wv= 
-i (ur tv 7 ,3 ) 
inv | 
j=0 
aay, an [Re (Vasta) + ilm (vt-] rf 
ao te 
=h wm (Vit) bè] 
ig 7 
—ih $ wjRe (Veita) eè] i 
j=0 
我 们 得 到 : 
Re {i (wh VC a, 96)} =a om (Vet )) | 
j=0 


由 假设 InV(z,tb < 0 我 们 得 到 : 


Re {-i i(y™ i +)} < 0. (3.6.24) 
结合 (3.6.23) 和 (3.6.24) 我 们 得 到 : 
1 n n- 
> (lY |2 =e" 1?) 
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ka Le eed oe 


-Se k-1 — dnp "e i) 
Wid L Refet ya Fert [ooir tet- 


-SY CEET es +]}- (3.6.25) 


k=1 


在 引 理 3.6.4 中 分 别 令 wr 二 如 ev 各- 和 wn ayn te 4 我 们 得 到 : 
mats Hyp yr Paes Vt t [ag erie iV-, 


= S (aa k- 1— an—K VO a etal} >o, 


k=l 
及 
Refei! a. i 
n-1 
-Y (anri — ann) Dig tet 1]}>0 
k= 
将 (3.6.25) RI n 从 1 到 NRA, 再 利用 以 上 二 式 即 得 引 理 结果 。 mn 
由 定理 3.6.1 立刻 得 到 : 
推论 3.6.2 ”差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) 有 唯一 解 。 


下 面 我 们 讨论 差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) 的 收敛 性 。 

定理 3.6.2 ”假设 初 边 值 问 题 (3.6.5)~(3.6.8) 的 解 Yla, t) € CH? (en z+] x 
(0, 7}), 设 (02.0 < j < M,1 <n < K) 是 差分 格式 (3.6.19)~(3.6.22) KW, W 
有 : 


|e" - vr < e | yT T (+ + Var alr? +), 1<n< K. 


Meh cL 
证 明令: 
Up = oP — yr 


将 (3.6.15) ~(3.6.18) 和 (3.6.19) ~(3.6.22) 相 减 , 我 们 得 到 误差 方程 ; 


第 3 章 ”热传导 方程 和 Schrödinger 方程 的 整体 人 工 边 界 条 件 -141- 


1 1 
c m-e 1 DU | we 
as r+ = h got Z [ewe 
n—1 
= T 
as Yinka = G MOO tow | } 
k=1 


+V(zo,t ty_y)Ug* + Ph? 1<n<K, (3.6.26) 


Ur -ur 1 1 = i = 
i = y [upas - 20; i +U] 
n-} n-4 
P BE s, 
eae 1, 1<n<K, (3.6.27) 
_ Uy UR `Ë cart at 
s: T 7 TE x° ‘ VT [eo 
-三 o- 和 Der 的] 
yt 
Un at =" 
U AN y vent UZ š +P i 
1<n<k, (3.6.28) 
(3.6.29) 


其 中 ， 
[prty< o(h+ 三 = r). PY 二 < e(n+ 5"); 


[Pri <c(h? +72), 1<j<M-1. 


(3.6.30) 


分 别 以 一 3 乘 以 (3.6.26)，-ihU” È? 乘 以 (3.6.27), 及 一 乘 以 
(3.6.28)， 然 后 将 各 式 相 加 我 们 得 到 ， 


M-1 n n—1 
1m} , Ug -Ut may US — U; 
[gue °; T t Es T 
j=l 
Liat. UN" 
+5Um ] 


n—1 
= (an-k-1 — an- pu $e-iv- “Pg 
k=1 
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1/2 a £ = 

T3 ae aun Une? [aoU g 

n-1 

= Dat An—k-1 一 an- UN Ta yG] 

-i OF, Da )-i(ut-4, pn-3). 


取 实 部 我 们 得 到 : 


gz (uni? — Ww) 


w a Rele¥i 二 u [aot š 


n-1 


-Et = an wus ~— 
WE Je refet fr! 


> Gn-k-1 — Gn— UK š arietta] } 


k=1 


+U, yi ta JU") +Im(u"=4, Pr-4) 


E ži ue U iV -h Wi # [aot Ui- 
0 

-De k-1 = Gat — i V-ta- aj} 

Nid Re{e Up ea |a U te" 

-De bat on-AUN tea] } 


RY I? + 1P”). (3.6.31) 


将 (3.6.31) 式 对 n 从 1 到 NN RA, 再 利用 引 理 3.6.4 我 们 得 到 : 
7"? < U|? + 7h (lul? + le) 
k=1 


à 
+r JOPE, n=1,2,---. (3.6.32) 
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47 < 1/3 时 , 1/(1 — 7/2) < 6/5, WJ (3.6.32) 可 简化 为 : 
n-1 n 
ur? < $ (ivo? +r) ltl ++ >> IP*-+1?), n=1,2,.... (3.6.33) 
k=1 k=1 
应 用 离散 的 Gronwall 不 等 式 我 们 得 到 : 


6 pk 
(UPI? < Zeb (U2 +r PHP), n = 1.2... (3.6.34) 
k=l 


由 (3.6.29) 我 们 有 |||] = 0, 由 (3.6.30) 可 得 : 
|IPF-2|2 < ch (h + ai +c(M — 1)h(r? + h?)?. (3.6.35) 
由 (3.6.34) 和 (3.6.35) 即 得 定理 结果 。 " 
3.7 ”二 维 线性 Schrödinger 方程 外 问题 
的 整体 边界 条 件 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 二 维 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问题 : 


joe _ -LAY +V(z,t)0, zeER,O0<t<T, (3.7.1) 
ot 2 

Yli=0 = Y? (z), z ER, (3.7.2) 

y 0, 4 |r] 4++00, 0<t<T. (3.7.3) 


以 下 我 们 假设 实 函数 V(z, 在 一 个 半径 为 Ro 的 圆 Bo = (z | \|a|| < Ro} 外 为 
常数 , B: 


V(a,t)=Voc, “4 |z| > Ro, 
FF ARE y(x) 的 支 集 有 界 且 supp {uw"(z)} C Boo 
3.7.1 ”人 工 边界 XR 上 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边 界 条 件 


首先 我 们 引进 入 工 边界 Op = ((z.t) | |z| = R,0<t<T} 将 R?x (0,7) 分 
为 两 部 分 : 有 界 部 分 Di = ((z.t) | |z| < R, 0 < t < T) = Qj x (0,T] 及 无 界 部 
分 De = {(z,t) | |z| > R, 0 < t < T) = Re x (0, T], 则 初 值 问题 (3.7.1)~(3.7.3) 
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等 价 于 下 面 两 个 问题 
.Du 1 
igp = -3AV + Vatu, (zt) € Di, (3.7.4) 
yli=0 = ¥°(x), (3.7.5) 
和 
p = A+ Vo, (at) € De, (3.7.6) 
vlt=0 = 0, (3.7.7) 
幼 一 0， 当 |z| 一 +oo，0<t< 了. (3.7.8) 


问题 (3.7.4)~(3.7.5) 和 问题 (3.7.6)~(3.7.8) 都 不 能 独立 求解 ， 它 们 由 人 工 边 界 
Sp 耦合 在 一 起 。 下 面 我 们 先 考 虑 无 界 区 域 D. 上 的 问题 (3.7.6)~(3.7.8), 以 找 出 
Sp 上 的 人 工 边 界 条 件 。 假 设 p(z,t) 是 (3.7.1)~(3.7.3) 的 解 , 其 在 De 上 的 限制 
满足 (3.7.6)~(3.7.8)。 如 果 我 们 给 出 小 在 Op 上 的 值 , 即 : 


wllzl=R = ¥(R, 4, t), (3.7.9) 


则 问题 (3.7.6)~(3.7.8) 和 (3.7.9) 是 适 定 的 。 在 极 坐标 下 ， (3.7.6)~(3.7.8) 和 
(3.7.9) 的 解 可 由 Fourier 级 数 表示 : 


w(r,0,t) = wy 十 > Wnlr, t)cosn0 十 加 (rt)sinnb)， (3.7.10) 
n=1 
其 中 ， 
nl pif” b(r,0,t) cosng dð, n = 0.1,::: (3.7.11) 
人 , n=0,1,--°, 7. 
n-i [a 0.t)sinn0d0, n = 1,2,--- (3.7.12) 
各 Cg 一 元 上 r,@,t) sin ni , n=1,2, š T 
以 及 
u(R, 6, t) = soft) + Lent cosn + Bn (t) sin nd), (3.7.13) 
其 中 ， 


1 /2 
on(t)=—= VW(R,0,t) cosng db, n=0,1,--- 
T Jo 


2x 
A=; f @(R.0.t)sinn0d0, n = 1,2,--- 
0 
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将 (3.7.10) 代入 (3.7.6)~(3.7.8) 和 (3.7.9), 我 们 得 到 vn (r,t)(n = 0,1,2,...) 和 
nlr t)(m = 1,2,…) 所 满足 的 方程 和 初 边 值 条 件 : 


)2, 
Own _ Me Un ,1 Oyn 


2 
- Fn) + Ve, 


Ə NO? r Or 
R<r<oo, 0<t<T, (3.7.14) 
Valr=R=On(t), O<t<T, (3.7.15) 
Yalt=0 =0, R< r< +o, (3.7.16) 
Wn — 0, 4 r — oo, 0 <t < T. (3.7.17) 
和 
Jon __1/P on | 10%n _ n? 
or = 3 (Get + 7 or T ms) + Vent 
R<r<o, 0<t<T, (3.7.18) 
bnlr=R= Pn(t), O<t<T, (3.7.19) 
dnlt=0 =0, R< r< +oo， (3.7.20) 
血 一 0， 当 r 一 oo 0 <t < T. (3.7.21) 
我 们 首先 讨论 问题 (3.7.14)~(3.7.17) 的 解 , 令 : 
Yn(r,t) = wa(r, t) eV", (3.7.22) 


W wr (r,t) 满足 : 
Own 1 = 1dw, n? 


Or? r Dr E r2 un), 


Bt 2 
R<r<o,0<t<T, (3.7.23) 
wn|r=R = ax (t)elV=t* = wn(R,t), 0<t<T, (3.7.24) 
Wnlt=0 =0, R< r< ce, (3.7.25) 
un — 0, r+, 0<t<T. (3.7.26) 


为 了 求解 问题 (3.7.14)~(3.7.17)， 首 先 考虑 下 面 的 简化 问题 : 


OGn_ 1/02G, ,10Gn n? 
(m +; > mG). 


aH 2 
R<r<w,0<t<T, (3.7.27) 
Gaben=1, 0<t<T, (3.7.28) 
Gnlt=0=0, R< r < +o, (3.7.29) 


Gn—>0, 4r—+od, O<t <T. (3.7.30) 
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$: 
Gn(r,t) = U(r)e +", (3.7.31) 
将 其 代入 方程 (3.7.27), 我 们 得 到 U(r) 所 满足 的 方程 : 
+ + (w= yu =0. (3.7.32) 
方程 (3.7.32) JE n 阶 Bessel 方程 , 其 两 个 线性 独立 的 解 是 Jn (ur) 和 Yn (ur) E 
此 , 对 于 任何 给 定 的 上 > 0， 


en pte Tn pr) Yn (R) — Y, (ur) In (HR) 
J2(uR) + ¥2(uR) 


是 方程 (3.7.27) 的 一 个 解 。 令 : 


2 ft> a Jalur)Ya (aR) Yo(pr) Ja (HR) dp 
i 1 
Gunna if el TBR) FYR) n 


SW G. (r,t) 是 方程 (3.7.27) 的 一 个 解 并 且 


(3.7.33) 


G.(r,t)|r=n=0, 


> In(ur)¥n (WR) — Yn(ur)In(uR) du _ -(@y 
J2(uR) + Y2(u)R m ` 


其 中 最 后 的 等 式 来 自 参考 文献 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P. 679 )o 4: 


G, (1, t)|t=0 = x 


G,(r,t) = (Ey +G.(r,t), (3.7.34) 
W G, (r,t) 是 问题 (3.7.27)~(3.7.30) 的 解 。 由 Duhamel 原理 我 们 得 到 ， 


t — 
wn(r,t) =f u (R, yE Aa 
A at 


t 
=- Í (R.N) 
0 
= t wn (R, A) 
=—{wn(R, A)Gn(r,t— À DAZ i +f 一 一 入 )dA 


ft wn(R,N) 
-f =G, (nt — NdX. 


因此 我 们 得 到 问题 (3.7.14)~(3.7.17) 和 问题 (3.7.18)~(3.7.21) 的 解 : 


2 一 入 


| (r, t) = e Vt fs J an (A) =>) G, (r,t — A)dA, n = 0,1, i 
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t 
on(r, t) = el 2 (Bn(A)e'V=*) Ga(r,t — A)dA, n= 1,2,... , 
进一步 我 们 有 : 


on t—A)dA, n=0,1,- (3.7.35) 
Bhan Lowe) 
„2an (R,t— A)dà, n=1,2,- (3.7.36) 


OGn — MK Bf PO a 
ca ° 
In eR) ¥n (HR) — Yn (uR) Ja (aB) a 
有 天 (AP + Yè (uR) 


+00 eh du 
TE =a Í J2(uR) + ¥2(uR) n ' 

其 中 最 后 的 等 式 由 Wronskian 关系 式 
用 0 用 8 用 一 到 CR 有 = 一 2 


uR 
得 到 。 令 : 
_ At et dp 
SO- Es mamiy wate 
则 有 : 
OGn(r, t) oon Salt) 
o a Bes (3.7.38) 


将 (3.7.38) 代入 (3.7.35)~(3.7.36) 即 得 : 


On __n 
Dr er ROM) 
1 i = ( iV (A—t) A) 
-zx ÍS Z (ne jät aà, (8.7.39) 
Bony __n, 
“Or Iran ROMO 


1 2g iv ON Sn(t — A) 
“ae if 5 (BaO )) =a (3.7.40) 
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最 后 由 少 的 Fourier 展开 式 (3.7.10) 我 们 得 到 : 


9 L OW + 5 (| = cos n6 + onl sinng) 
n=1 i 


Orlr=R 2 ðr Or |r: ðr 


kit 


=-= i. is £ (wO, Mewo-) So agaa 


2r 
=Í Y(R, £, t) cosn(€ — 0)d£ 


+= [ ia 2 (wire cos n(9 — £) V= 0-0) 
| Salt = 
4 一 
= A (l|iz|=n.6,t). (3.7.41) 
边界 条 件 (3.7.41) 是 问题 (3.7.4)~(3.7.5) 的 解 在 人 工 边界 2R 上 满足 的 准确 边 


界 条 件 。 利 用 (3.7.41) 我 们 可 以 将 无 界 问题 (3.7.1)~(3.7.3) 简化 为 下 面 的 有 界 计 
算 区 域 上 的 问题 : 


Dagaa} 


RA 


ine = 3Av+ V(a,t)p, (a,t) € Di, (3.7.42) 
二 = (2), (3.7.43) 
Ow ë 

alaa Mo (wllzl=R;0,t), 0<t<T. (3.7.44) 


实际 计算 中 , 在 准确 边界 条 件 (3.7.41) 的 无 穷 级 数 中 取 前 几 项 ， 可 得 到 下 面 的 近 
似 人 工 边界 条 件 : 


Cea 
Or llz|=R 


3.7.2 ”近似 简化 初 边 值 问题 的 稳定 性 分 析 
在 这 一 小 节 中 我 们 讨论 下 面 的 近似 简化 初 边 值 问 题 的 稳定 性 : 


= Ay (wllzl=R,0,t). (3.7.45) 


2 z -ay+ V(a,t)b, (z,t) € Di, (3.7.46) 
Yl = ¥°(@), (3.7.47) 


2 = An(Vljzi=r: 9,1), (3.7.48) 


Or ||z|=R 
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其 中 ， 


An (|jz\=R: 9, t) 


~~ 2 Rx [fl Š (vir, £, Ae 0-5) se dd 和 


N 2r 
-> {Ef Watt osne = ag 


n=1 


1 t Ps. _ pi V= A-t) 
ahh ga (VEA) cosn(E 0)e' ) 

,Sn(t— 和 ) 

a aga}. (3.7.49) 
首先 我 们 有 下 面 的 引 理 : 


引 理 3.7.1 ”假设 y(r, 0, t) 是 初 边 值 问题 (3.7.46 


)~(3.7.48) 的 解 ， 则 有 : 
t 2r 

Im {ff Av (Ulan 0s7)8(R, 0,7) Rad dr} >0, 0<t<T, 
0 J0 


(3.7.50) 
证 明 将 


W(R,0,t) = 十 S° (ex (t) cosné + Bn(t) sin nð). (3.7.51) 


代入 (3.7.49) 式 我 们 得 到 : 
An (wllzl=R,0,t) 
-mah a ( (ao(aje¥=-0) “OF So(t an 
>» (x am (t) + za Í à ax (ese =O oin Sn £ = en cos nO 
[kante + ie f 2 anno fatal sinnd}. 


Wolao;t) Ù 
o > + {Wa lanit) cound + Wa(Anit) inn}, 


(3.7.52) 
其 中 ， 


whid= Bre - ge S UOO) 
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_ Sn(t =) 
JEFA 


由 (3.7.51) 和 (3.7.52) 我 们 得 到 : 


dA, n=0,1,---,N. 


t 2x = 
| J An (Vlizl=r 8; T)P(R, 0, 7)Rdðdr 
0 Jo 

= t f Wo(a0;7)a0(7) 

ae [ { 2 


N 
+ 5 [Wa lani rant) + Wa (Bni Bmatr)| }ar. (8.753) 


=] 

另 一 方面 , 对 于 n = 0,1,… ,NN 我 们 在 区 域 Di 上 考虑 下 面 的 辅助 问题 ; 
OP, 1 (P= 1ƏP,, 
i 2 a 


2 
- 5 Pa) + VooPas 


ðt 2 ðr? rðr 
R<r<oo, 0<t<T, (3.7.54) 
Pal=r = an(t), O<t<T, (3.7.55) 
Palt=0=0, R<r< +>, (3.7.56) 
P, — 0, 4 r— > oo, 0 <t< T. (3.7.57) 


问题 (3.7.54)—(3.7.57) 已 在 3.6 节 中 讨论 过 , 由 (3.7.40) 我 们 得 到 : 
OP 
Ər 
VL rP, (r,t) 乘 以 方程 (3.7.54) Wii WIYE, 我 们 得 到 : 


Wh (on;t). (3.7.58) 


,5 OP 1/0/6P\5 Mp5 
irPa ge = -3(= (r a )Pn -7 PaPa) + rV P, Pn, (3.7.59) 
-a Pa 1/8 / 8P,, ara = 
-irae = -5(5 (rae) u T PaPa) +rV, Pa Pn. (3.7.60) 
结合 (3.7.54)~(3.7.57) 得 到 : 
2 2__18/ 8P,yp ,19/ OP n 
r= )Pa- (3.7.61) 


对 (3.7.61) 在 [R, +00) x [0, t] E84, 利用 (3.7.56)， 我 们 得 到 : 


t ƏP,(R.r)5 
i esi a(R, 
if |Pa(r,t)|°rdr =i mfr f = P,(R,r)ar). 
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HI: 
t ƏP,(R,r)> t = 
< m f PRT, (R rar = m f W,(enir)an(T)dr. (3.7.62) 
类 似 地 我 们 可 以 证 明 : 


0<Im J W, (Bus 7)B Tdr. (3.7.63) 


最 后 , 由 (3.7.53)，(3.7.62) 和 (3.7.63) 即 得 引 理 结果 。 A 
利用 引 理 3.7.1, 我 们 可 得 下 面 的 稳定 性 估计 : 
定理 3.7.1 设 少 是 (3.7.46)~(3.7.48) 的 解 , 则 有 下 面 的 稳定 性 估计 : 


} Wenas f |W (a) Pda, 0<t<T. (3.7.64) 
KA Ni 


证 明 Y RAHE (3.7.46) 两 端 , SEM, 我 们 得 到 : 


T= SPAY + V(x, te, 


ity = -3 + V(z, thy. 
由 此 我 们 得 到 ; 
CE E | 
ig”! = -304 + 2yAy， (x,t) € Q x [0, T]. (3.7.65) 


对 (3.7.65) 在 0, x [0, 上 积分 ,分 部 积分 ,我 们 得 到 : 
人 ebpPaz= /wapaz 
Ni A 


t pox 
一 Im {[ f An (Vlier 0 TVE Tea Reodr ) i 
o Jo 


则 由 引 理 3.7.1, 我 们 即 得 不 等 式 (3.7.64)。 " 
由 稳定 性 估计 (3.7.64) 我 们 立刻 得 到 : 近似 简化 初 边 值 问题 (3.4.46)— 
(3.4.48) 最 多 只 有 一 个 解 。 


3.8 ”三维 线性 Schrödinger 的 整体 边界 条 件 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 三 维 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问题 : 


.Ov 1 


ar 57At + VG iW, =€ R?, O <t <T, (3.8.1) 
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Who = 如 (z)， ER’, (3.8.2) 
0-0, 3 |z| —+oo, 0<t<T. (3.8.3) 
以 下 我 们 假设 实 函数 V (z, t) 在 一 个 半径 为 Ro HIER Bo = (z | |z| < Ro} 外 为 常 
数 , 即 : 
V(a,t)=Voc, “4 |z| > Ro, 
并 且 假 设 %o(z) 的 支 集 有 界 且 supp{w?(z)} C Boe 
3.8.1 人工 边界 Dp 上 的 准确 边界 条 件 和 近似 人 工 边界 条 件 


首先 我 们 引进 人 人工 边界 XR = { (x,t) | |z| = R, 0 < t < T }# Rš x (0,7) 
分 为 两 部 分 : 有 界 部 分 Pi = {(z,t) | |z| < R, 0 <t < T | = A x [0,T] REAM 
分 De = {(2,t) | |z| > R, 0 <t ST ) = Re x [0, T], 则 初 值 问 题 (3.8.1)~(3.8.3) 
等 价 于 下 面 两 个 问题 : 


E dAv+Vat)y, (ED, 0<t<T, (88.4) 
lie0 = (2), TEM, (3.8.5) 
和 
iv = -iey + Voy, z€ D., 0 <t < T, (3.8.6) 
yl:=0 = 0, T E Re, (3.8.7) 
0-0, 4% |z|— +o, 0<t<T. (3.8.8) 


问题 (3.8.4)~(3.8.5) 和 问题 (3.8.6)~(3.8.8) 都 不 能 独立 求解 ， 它 们 由 人 工 边 界 
Sp 耦合 在 一 起 。 下 面 我 们 先 考 虑 无 界 区 域 D。 上 的 问题 (3.8.6)~(3.8.8), 以 找 出 
在 Sp 上 的 人 工 边界 条 件 。 BE V(x, t) 是 (3.8.1)~(3.8.3) 的 解 , W y(x, t) 在 De 
上 的 限制 满足 : 


Ob 1/0/20), 1 0/, ð 

“at =-= r Br) + 4096 (Oga) 
ee v,(r,0,¢,t) € D, (3.8.9) 
arg gp | t Vet (0o, es 

Var = 0(R.0,o,t), (3.8.10) 

leo = 0, (3.8.11) 


也 一 0， 当 r 一 十 oo. (3.8.12) 
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(Rb, pH 一 aott) +> {2208 po (cos) + > Pm(cosg) 


. (om cosmy + bnm(t) sin rie) } 
(3.8.13) 


其 中 Pm(cos0), (n =1,2,+++;m=1,2,-+- ,n) Æ Legendre 函数 ， 


= 2x px 
it Y= f J Y(R, €n, t) 


2n(n +m)! 


+ P7” (cos €) cos my sin €d&dn, 


= Qn + 1)(n — m)! L f Rene 


2r( +m)! 


+ Pi" (cos €) cos mnds¢,n, (3.8.14) 


este Dn mh :ff weno 


2x(n +m)! 
+ P™ (cos €) sin m7 sin €d€dn. 


F (2n +1)(n- m)! 
— 2xm(n+m!' [ea 


+ Pi" (cos €) sin mndsg,n- (3.8.15) 


假设 (3.8.9)~(3.8.12) 的 解 U(r, 0, p.t) 有 下 面 的 形式 : 


v(r0, p) = BO + 》 Het (cos) 
n=1 


+ > P7 (cos 0) (Yam (r,t) cos me + Óx (r, t) sin mg) } 


m=1 


(3.8.16) 
将 (3.8.16) KALA (3.8.9) 式 我 们 得 到 : 
1. woo(7,t) 是 下 面 的 初 边 值 问 题 的 解 : 


.OwWoo 1 / 8206 2 Owoo 
== < .8. 
sr a( aa Pa Or De) + Voyo, r> R 0<t<T, (3817) 


Woolr=R = aoo(t), (3.8.18) 
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woolt=0 = 0, (3.8.19) 
oo 一 0， 当 +00. (3.8.20) 


2. nm (r, t) (或 ó, (r, a 是 下 面 的 初 边 值 问题 的 解 : 


r> R O0<t<T, (3.8.21) 
Gnlr=R = anm(t) (或 bam(t)), (3.8.22) 
Gnlt=0 = 0, (3.8.23) 
Gn 一 0， 当 r 一 二 oo. (3.8.24) 


问题 (3.8.17)~(3.8.20) AIRF voo(r, t) 由 [Han and Huang, 2002-A] 给 出 : 


woo(r, t] =e ie Y= enD 
oR 


_ 2 P r-R)? 
T (t = 人 dp. (3.8.25) 


则 我 们 有 : 


apoo = i 
Br (R,t)=—gao(t) — e 2 Ar 
Wasa 1 
+ (coe 9) Z (3.8.26) 
下 面 我 们 考虑 初 边 值 问题 (3.8.21)~(3.8.24)。 令 Gn(7,t) = walr,the iV=t, WW 
wn(7,t) 满足 : 


.Own S(t ) 

2 ro Fc on) 
r>R,0<t<T, (3.8.27) 

wnlr=R = Onm(t)eV~*, (3.8.28) 

wnlt=0 = 0, (3.8.29) 

wn +0, 4r— too. (3.8.30) 

我 们 先 考虑 下 面 的 简化 问题 : 
,Own _ Own 20w, _ n(n + 1) 
t Sas ey an): 


r>R, 0<t<T, (3.8.31) 
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wnlr=R = 1, 
wn|t=o = 0, 


wn 70, 3 r— +oo. 


£: 


wn(r,t) = un(r)e $, p>0. 


TW un(r) 满足 : 


=0. 


Pun 20un 2 n(n+1) 
Or? te tle r2 Jun 


方程 (3.8.35) 有 两 个 线性 独立 的 解 : 


mx” 
(ar) = yansa), walur) = | yuz Ya+a(0r). 


_ 2 [° -iue wr (ur) we (WR) — wi(wR)we(ur) du 
Ginn == Í eo at wR) + uz(uR) w 


直接 验证 可 知 G. (r,t) 满足 (3.8.31) HA: 
G. (r, t)|-=r=0, 
G.(r,t)l=0=, lim, G, (r,t) 


_2 2 wlpr) wa (pR) = wi (WR) we(ur) da 
wy (WR) + w3 (WR) u 


=2(2 


r 


(3.8.32) 
(3.8.33) 
(3.8.34) 


(3.8.35) 


(3.8.36) 


(3.8.37) 


ü Ja+A/2(ur)Y, 12 (R) — Yn+172(41)Jn+1/2(4R) da 
0 


| (uR) + Y, Aa (R) 


=-(2)™, r > R. 


H 


其 中 最 后 一 个 等 式 可 在 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P. 679) 中 找到 。 令 : 


ee (2)™ + Ge(r,t), 


(3.8.38) 
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SW G(r, t) 是 (3.8.31)~(3.8.34) 的 解 。 由 Duhamel 原理 我 们 得 到 (3.8.27)~(3.8.30) 
的 解 


t 
(t) = f anm (AEM Gn(nt — NX 


t 
| 
—— iV< A _ 
= J im 天 Gn" td 


A=t 
= -anm (A) Gart -A)| 、。 


t 
ð iVæÀ = 
+ J By Crm AE )Gn(r,t— A)dA 


t 
=f Z (asa (A)etv=3)G, (rt — AJAA. (3.8.39) 
0 
因此 我 们 有 : 
š t 9 š 
vantri) = eM | È (aaa (AJC) G. (a -AAA (3.8.40) 
0 
t D 
$nm(r,t) = Vt fi gy (nm (Ade) Gn (rt — aaa. (3.8.41) 
0 
进一步 我 们 有 : 
Pnl t) _ Hə Va (A-t) OGn (r,t — A) 
or lr / Hy ann (2)e or | _aax Gaa 
Opnm("™, t) = to iVæ(à—t) OGn(r,t — A) 
ðr =, BX (bm Oe or | Ax. (3.8.43) 
另 一 方面 ， 
OG, (r,t) __ ntl 2 -4p 
ar ker R Tx es i 
Jaa ps UR) ~ Ince (URY p (A) 
FUR) + Y2, (HR) u 
__n+1 4 i eint du 
Sake rR Jo STR (4R) +Y, (AR) n 


(3.8.44) 
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其 中 我 们 应 用 了 Wronskian 关系 式 : 
aB, 4 HR) Ta (aR) = =. 


a) = At en zee du 
Sarg Væ Jo E + YP (HR) p’ 


则 : 


G, (r, t) 
or 


n+1 Sn+3(t) 
ae _ ; 8.45 
r=R R R xt (88:45) 


将 (3.8.27) 式 代 入 到 (3.8.42)~ (3.8.43) 我 们 得 到 : 


OWnm (r, t) 
or 


_ n+l 
rR R 


1 
anm(t) 一 RZ: 
(t-A) 


t 
3 Vee (tA Smt} 
f (am (Ae JaA (3840) 
O¢nm(r, t) 
Or 


1 
rR R om 多 一 Be 
三 站 


T i Saz (t 
f Komoren aE D a, (3.8.47) 


由 (3.8.16) 我 们 得 到 : 
Op she 加 iv<O-b _ 1 
Br r= 一 天 co 人 We "aa ke gree WR 


yi lee a 


> ano(t) 一 zal 2 Ba emee 
(t 


Sn+3(t— A 和) 
š “aaa Fiano) 
D Pr(eoso){ -2H 
1 t Sa (t — à) a 
“Ea h Vs (x 


a 4 (bnm (t) =O- sin my) a}. (3.8.48) 


iVæ(à—t) 


(anm(t) cos my + bnm (t) sin me) 


(anm(A)eiv= (Xt) cos mp 
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将 (3.8.14)~(3.8.15) 代入 上 式 并 应 用 Legendre 函数 的 加 法 定理 


P,,(cosy) =P? Gea €)P®(cos R 


+2 Er e- m) Pr (cos £)P™ (cos 0) cos m(n — ç), 


其 中 ， 


cos y = cos € cos 0 + sin € sin 0 cos(n 一 所 )， 
我 们 可 以 将 (3.8.48) 简化 为 : 


oy 
or 


J. Y(R, €, n, thdse», 


r=R =-= 
. 人 人 © (y(R, E, n, Ne Ot))dsen dX 
4(x)3/2R Or = =A 


(n+1)(2n +1) 
一 — [V | Y(R, £n, t) Pn (cos y)ds 
È { 4xR 人 En 


+ 加 二 


H f [| S00 6.n ae) Pon se 


be ate à) 
| — =d 
vt- À } 


三 Cu (tlra et) (3.8.49) 


等 式 (3.8.49) 是 初 边 值 问题 (3.8.1)~(3.8.3) 的 解 在 人 工 边界 Dp 上 满足 的 准确 
边界 条 件 。 利 用 (3.8.49) 我 们 可 以 将 无 界 问题 (3.8.1)~(3.8.3) 简化 为 在 有 界 区 域 
D, = Qi x [0,T] 上 的 初 边 值 问 题 : 


jot Knee V(a,t)v (z,t) € DT, (3.8.50) 
Ə 2 

%||=o = 如 (z)， z€ Mi, (3.8.51) 
Na Ce (Ul py 0 pt), O<t<T. (3.8.52) 


在 实际 计算 中 , 我 们 取 无 穷 级 数 中 的 前 几 项 , 得 到 下 面 的 近似 人 工 边界 条 件 : 


aw -_ 工 
E| rT TR J, mse 


iVæ(à—t) 1 
- sa Í La (WBE Ne sgn 
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Be yd Dl 2n +1) 


a i Y(R, €,n, P, (cosq)dsen 


n=l 
2n+1 a. iVa (A-t) I 
+l E- gn YR Em Ne )P,(cos7)dsem 
Sn+1/2(t — A) 
. ——ÇaA 
Vt 一 入 } 
=Ly (tlre p t). (3.8.53) 


利用 近似 边界 条 件 (3.8.53), 我 们 可 以 得 到 在 有 界 计算 区 域 Di 上 的 一 系列 的 近 
似 问题 。 


3.8.2 ”近似 简化 初 边 值 问 题 的 稳定 性 分 析 
在 这 一 小 节 中 我 们 讨论 下 面 的 近似 简化 初 边 值 问题 的 稳定 性 : 


i = -jay +V(x,t)b, (x,t) € Da (3.8.54) 
Vie=0 = w9(z), z€ ñ, (3.8.55) 
Sl = =Ly (pg Oot), O<t<T. (3.8.56) 


首先 我 们 有 下 面 的 引 理 : 
引 理 3.8.1 ”假设 小 (z,t) 是 初 边 值 问题 (3.8.54)~(3.8.56) 的 解 , 则 有 : 


t 
mí f f fe (wlrasb,y, 7) vlradsdr} >0,0<t<T. (3.8.57) 
0 Jrn 


证 明令: 


Y(R, 8, p,t)= sott) +> {9 Po(cos0) 


n= 


十 s P™ (cos 0) [anm(t) cos my + bnm sin mọ] }. 


m=1 


另 一 方面 由 等 式 (3.8.48), 记 : 


š 1 
bs ~if ei Væ (A-t) 
F =n = pent) — e eh aa ae ”二 


+ 开导 [于 :oo 一 元 


dà 
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t á Sn+3(t— 和 
. [ (a (esas ED] p0(eosoya) 
+ Z Pr(cos0){ — 


t S, t- " 
“aR J — i Z lanm (AJO cos me 


5 1 (anm(t) cos my + bnm(t) sin my) 


+2 bam (t)e'V=O-® sin we 


= Wo(aoo(t)) + 》 Wn (ano(t))P (cos 4) 


n=1 


+ s = {W,(anm(t)) cos mp + Wr(bnm(t)) sin my} Pr (cos 0), 


n=l m=1 
(3.8.58) 
其 中 ， 
-i# 1 


Wo( F(t) =—sa f(b) —e ‘nal O TEA 


dà, 


iti Snt (t — AY 


AO OU 


因此 我 们 有 : 
tpn px _ 
ti S En (lrg: 917) ng? sin BdBdedr 
o Jo Jo 


N 
=2nR? J i nea + > ai (ano(r))@no(r) 


(n +m) 
+ > ye SCE 二 mr i [Wa lanm (rT))anm(7) 


n=1m=1 


+Wr(Dnm(T))onm( bam (7) } Yar. (3.8.59) 


在 区 域 De = Ne x [0, T] 上 考虑 下 面 的 辅助 问题 : 
óG, __1 (ze. , 286, 


_ BOTY G,) H Yo 
- 


ot Or? r Or 
r>R,0<t<T, (3.8.60) 
Gn|r=R = anm(t) (or bnm(t)), (3.8.61) 
Gnlt=0 = 0, (3.8.62) 


Gn — 0, 当 r — +00. (3.8.63) 
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则 有 : 
OG 


ðr 
以 r?°Gn(r, t) 乘 以 方程 (3.8.60) 两 端 , WAtA. 我 们 得 到 : 


aa _ “i aG 20Gn 


„p = Wolanm(t))- 


)ç, —n(n+1)|G,2) + r?Væ|Gn|?, (3.8.64) 


Ot ðr Dr 
a s 20Gn\ | Fin " 
iG, = (2 E) Gn — n(n + 1)IG,) +r? Vao]Gn]?. (3.8.65) 
因此 我 们 得 到 : 
18 / 23G. aG, 
2 2 n 2 
RIG = Ee a n+ am Br ) Gn (3.8.66) 


对 (3.8.66) 在 [R, oo) 上 积分 , 利用 (3.8.62), 我 们 得 到 : 


t OG 
i 2 2 i 2 n 
if T |G。| dr =i Im{R j 5 Gar), 


即 : 
o<Im{ f ' an Grar} = mí f | Wn (anm (7))anm ar}. (3.8.67) 
0 0 
类 似 地 我 们 可 以 证 明 : 
0 <Im{ J Wn (bnm (7))bnm (rdr }- (3.8.68) 
最 后 ,由 (3.8.59), (3.8.67) 和 (3.8.68) 即 得 引 理 结果 。 a 


利用 引 理 3.8.1, 我 们 可 得 下 面 的 稳定 性 估计 : 
定理 3.8.1 W de (3.8.54)~(3.8.56) 的 解 , 则 有 下 面 的 稳定 性 估计 : 


| Wweorar< f ear o<ec. (3.8.69) 
Ni; Ni 


证 明 Ay RAHE (3.8.54) 两 端 , WIA, 我 们 得 到 : 
8 一 


izt” = -27AY + V(z,t)00, 
~y- = -vap + V(x, typo. 


由 此 我 们 得 到 : i i 
EE NE E 
igt? = -37A + swAD. 


. 162 . ”人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


MERE OF 上 积分 , 分 部 积分 , 我 们 得 到 : 


Í ves nae = f lwo(z)j2dz 
2% Mi 
t Ow _ 
—Im 人 Ly (Ulres Gp Ira) Bdsdr. (3.8.70) 
0 Jra t 


再 由 引 理 3.8.1,， 即 得 不 等 式 (3.8.69) . 

由 稳定 性 估计 (3.8.69) 我 们 立刻 得 到 

定理 3.8.2 ”近似 简化 初 边 值 问题 (3.8.54)~(3.8.56) 最 多 只 有 一 个 解 。 m 

本 章 的 内 容 主要 来 源 于 下 列 文献 : Wu and Sun (2004); Han and Huang 
(2002-A); Han and Huang (2002-B); Han and Yin (2005); Sun and Wu (2006); 
Han and Huang (2004); Han, Yin and Huang (2007)。 读者 可 进一步 参阅 上 述 文 
献 中 的 数值 计算 例子 。 其 他 的 相关 工作 可 参阅 论文 : Greengard and Lin (1998); 
Antoine and Besse (2003); Antoine, Besse and Descombes (2006); Arnold (1998); 
Arnold (2001); Baskakov and Popov (1991); Hellums and Frensley (1994); May- 
field (1989); Jiang and Greengard (2004); Han, Jin and Wu (2005); Han and 
Wu (2003); Han, Zhu, Brunner and Ma (2005, 2006); Schädle (2002); Schmidt 
and Yevick (1997). 


第 4 章 声波 方程 , Klein-Gordon 方程 和 
线性 KdV 方程 的 完全 吸收 边界 条 件 


在 这 一 章 中 我 们 研究 在 无 界 区 域 民 "(n = 1,2,3) 上 数值 求解 声波 方程 , Klein- 
Gordon 方程 和 线性 KdV 方程 的 人 工 边界 方法 , 讨论 它们 的 完全 吸收 边界 条 件 。 


4.1 一 维 声 波 方 程 


本 节 中 我 们 讨论 下 面 一 维 声 波 方程 的 初 值 问 题 : 


u „u i 
oe? az = ft). vz € R!, te (0,7), (4.1.1) 
ult=0 = po(z), utli=0 = (z), Vz € R}, (4.1.2) 


其 中 a > 0 表示 声速 , 未 知 函 数 u(x,t) REH. pole) pi1(Z), f(z,t) 为 已 知 
函数 , 假设 f(z.t) 的 支 集 Supp{jf(z,b}c [0.1] x [0. T]. 

初 值 问 题 定义 于 无 界 区 域 民 ! x [0,T] 上 , 为 了 克服 区 域 的 无 界 性 给 数值 计算 
带 来 的 困难 , 引进 入 工 边界 : 


B= {s| 2=1, o<t<T} (4.1.3) 
>= {eI z=0, o<t<T}. (4.1.4) 


ATUR Yo, D 将 区 域 R! x [0.7] 分 割 为 三 部 分 D, = [0,1] x [0,T], Do = 
(—00, 0] x [0,7] 和 Di = [1, +00) x [0, T], 

如 果 我 们 能 够 在 人 工 边 界 Xi. Xo 上 找到 初 值 问题 (4.1.1)~(4.1.2) 的 解 满足 
的 准确 边界 条 件 , 则 我 们 可 以 将 初 值 问题 (4.1.1)~(4.1.2) 简化 为 有 界 区 域 Di 上 
的 初 边 值 问题 。 


4.1.1 ”人 工 边界 Xi, Xo 上 的 完全 透明 边界 条 件 
考虑 初 值 问 题 (4.1.1)~(4.1.2) 的 解 在 区 域 D 上 的 限制 , 则 u(x, t) WE: 
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u u 
BE Ot 
ulz = u(1,) = g(t), te (0,7), 


=0, V(z,t) € Di, 


ult=o = #o(z), utlt=0 = pi1(7), z > 1. 


(4.1.5) 
(4.1.6) 


(4.1.7) 


由 于 u(x,t) EATUR D 上 的 值 是 未 知 的 。 问 题 (4.1.5)~(4.1.7) 是 一 个 提 法 
不 完全 的 问题 ,不 能 独立 求解 。 BB uls, = u(t) = g(t) BA, 则 我 们 可 以 求 


出 问题 (4.1.5)~(4.1.7) 的 解 。 
初 值 问题 (4.1.5)~(4.1.7) 的 解 可 表示 为 : 


u(x,t) = hi(z — at) + hə(z + at), z 2 1, t € [0,7], 


(4.1.8) 


其 中 hy (z), ha(z) 是 两 个 待定 的 函数 , hi(z) 的 定义 区 域 为 [1 aT, +00), ho(z) 


的 定义 区 域 为 [1, 十 oo0)。 由 初始 条 件 (4.1.7) 得 到 : 


hy(x) + hə(z) = po(z), z 2 1, 


~ahj (x) + ahy(z) = gil), z 2 1. 
由 上 式 可 得 


hi (z) = feo- f aoa =c), r21, 


£ 
2 
ho(z) = REO + if vil)dé + c}, sal 


其 中 C 是 一 个 任意 常数 。 


余下 来 只 需 在 [1 —aT,1] 上 确定 加 (z)， 由 边界 条 件 (4.1.6) 可 得 : 


g(t) = hi(1 — at) + hə(1 tat), te (0,7), 
即 : 


1-z 


(=a (= 
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在 h(a), hale) 的 表示 式 中 常数 O TRAP, M: 
fow- | aoa}, 2 >, 
运 2-2 
mY a) - 5 {eote-2+2 [teach 419) 
l1-aT<2z<l, 
haa)=5 {vole) foa}, 221. (4.1.10) 


由 此 得 到 初 边 值 问题 (4.1.5) ~(4.1.7) 的 解 u(z,t), 并 且 ， 


ou) -和 
rls, Ox 


= [hA (a — at) + hy (x + at)] | 


1 $ 
== (t) + poll + at) + Pull + at). 


注意 到 ， 3 
eln, = 
在 人 工 边界 D 上 我 们 得 到 : 
ðu 1du $ 1 
(2 +12) A = po(l + at) + —@)(1 + at). (4.1.11) 


等 式 (4.1.11) 是 初 值 问题 (4.1.1)~(4.1.2) 在 人 工 边界 Di 上 满足 的 严格 边界 条 
fh. KE Di 外 的 波 可 通过 D 进入 Dis D, 上 的 波 可 通过 x, 传播 出 去 。 我 们 称 
边界 条 件 (4.1.11) 为 完全 透明 边界 条 件 。 

通过 类 似 的 分 析 可 得 初 值 问 题 (4.1.1)~(4.1.2) 的 解 u(z,t) 在 人 工 边界 Do E 
满足 的 边界 条 件 : 


1 
= ¢(—at) 一 a91(-at), t>0. (4.1.12) 


Zo 


应 用 完全 透明 的 边界 条 件 (4.1.11)~(4.1.12) 可 将 初 值 问题 (4.1.1)~(4.1.2) 等 价 
地 简化 为 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 : 


)2. )2. 
= = oe = f(z,t), V(z,t) € Di, (4.1.13) 


Su, Lou 
ðr a Ot 


Ou 19u 
ðr ajƏt)|x, 


uto = polz), wu=o = G(x), 0 < z <1. (4.1.16) 


= gh (1 + at) + at +at), t > 0, (4.1.14) 
= 


= ¢h(—at) — Lp(at), t>0, (4.1.15) 
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在 有 界 计算 区 域 D, 上 可 以 对 初 边 值 问 题 (4.1.13)~(4.1.16) 进行 离散 化 , 例如 应 
用 差分 方法 , 可 以 得 到 问题 的 数值 近似 解 。 
车 假设 初始 函数 po(z), p1(z) 的 支 集 是 紧 的 , IFA, 


Supp{po(z)} C [0,1], Supp{yr(x)} © [0, 1]. 


则 对 问题 (4.1.1)~(4.1.2) KIWE u(x, t) 在 人 工 边界 Xi, Xo 上 满足 熟知 的 完全 吸收 


边界 条 件 : 
Ou ðu ðu ðu 
(Z+) p =0, (Z - 2) ee (4.1.17) 
4.2 ”二 维 声波 方程 
考虑 下 面 二 维 无 界 区 域 上 声波 方程 的 初 边 值 问题 : 
Pu 
a Au + f(z,t), V z € N x (0, T], (4.2.1) 
ulr = g(z, t), V z € T x (0, T|, (4.2.2) 
ulico = vo(a), V z € N, (4.2.3) 
ui=0 = 91(z), V z € 2, (4.2.4) 


HHO CR 是 以 有 界 闭 曲线 T 为 边界 的 外 区 域 , 满足 1.1 节 中 的 条 件 , f(a, t) 
g(z,ti， polz); pil) AEM BM, 并 且 函 数 f(w.t), pols) 2) (z) 的 支 集 是 紧 
的 , 设 Suppfwo(z)} C Bo(Bo = {x | |z| = Roj,Supp{fPpl(z)} C Bos Supp[ f (z, 
t)} C Bo x [0, T|, 在 无 界 区 域 Qx [0,7] 上 讨论 问题 (4.2.1)~(4.2.4) 的 数值 解 。 
E Q x [0, T] 上 引进 入 工 边界 : 


Zr = {(2,t) | |z| = R, 0 <t <T}; R> Ro (4.2.5) 


人 工 边界 Xa = TR x (0, T] 将 区 域 Q x (0, T| 分 割 为 有 界 部 分 Di = N x (0, T| 
和 无 界 部 分 De = Ne x (0,T]。 

这 一 节 的 主要 任务 是 在 人 工 边界 Op 上 找 出 问题 (4.2.1)~(4.2.4) HIW u(x, t) 
满足 的 完全 吸收 入 工 边界 条 件 。 


4.2.1 “完全 吸收 边界 条 件 
考虑 问题 (4.2.1) ~(4.2.4) 的 解 u 在 区 域 2e x [0,7] 上 的 限制 ， 在 极 坐标 下 
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满足 : 
2, 
a = Au, Yz e 2 x (0,T], (4.2.6) 
ulzr = u(R,6,t), O<t<T, (4.2.7) 
ul=0 = 0, |2| > R, (4.2.8) 
utlt=0 = 0, |z| > R. (4.2.9) 


由 于 解 u 在 人 工 边界 Dp 上 的 值 u(R,0.t) 是 未 知 的 , 问题 (4.2.6)~(4.2.9) 不 能 
独立 求解 。 如果 u(R,6,t) 的 值 已 知 , 则 问题 (4.2.6)~(4.2.9) 存在 唯一 解 。 首先 将 
u(R, 0, t) 展开 为 如 下 侍 氏 级 数 : 


u(R,0,t) = soft) +> {an(t) cos nO + bn(t) sin no, (4.2.10) 
n=1 
其 中 ， 
1 /2rx 
an(t)= A u(R, p, t) cosnydy, (4.2.11) 
1 12x 
如 全 一 = | u(R, p, t) sinngdy. (4.2.12) 


类 似 地 将 问题 (4.2.6)~(4.2.9) 的 解 u(r, 0, t) 进行 傅 氏 展开 可 得 ; 


_ wnt) = à 
u(r,0,t) = = + > {un(r, t) cos n@ + vp(r, t) sin nð}, (4.2.13) 
其 中 ， 
1 /2x 
tia(?,t)= =f u(r, p, t) cos npdy, (4.2.14) 
1 /2x 
Un(r,t) = F u(r, p, t) sinngdy. (4.2.15) 


将 表达 式 (4.2.13) 代入 初 边 值 问题 (4.2.6)~(4.2.9), 可知 un(r, t) 满足 : 


2 Zu, TDu 2 

+ r>R, 0<t<T, (4.2.16) 

Un(R,t) =an(t), O<t<T, (4.2.17) 
Oun 


un(r, 0) = 0, = O 0)=0, r> R. (4.2.18) 
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并 且 vn(7,t) WE: 


Pun _ Ə2u, 1 Oun n? 


> ,0<t<T, (4.2.19) 
vn(R,t) = ba(t), 0 <t < T, (4.2.20) 
un(m0) = 0, em (r,0) =0, r > R. (4.2.21) 


为 求解 问题 (4.2.16) ~(4.2.18) 和 问题 (4.2.19)~(4.2.21), 首先 研究 下 面 的 辅助 问 
题 : 
Gn PGn , 1ôGn n? 
at Ar? +S Or 7 


Ga, r > R, 0 <t < T, (4.2.22) 


Paip, t)=1,0<t<T, (4.2.23) 
Gn(r,0) = 0, 32.0) =0, r> R. (4.2.24) 


对 任意 w > 0, 假设 sinwtW (r) 为 方程 (4.2.22) 的 解 , W W(r) 满足 方程 : 


W 10W a m 
aa toa, (2 - =)W =0. (A.2.25) 


方程 (4.2.25) 是 n Wr Bessel 方程 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980), 它 有 两 个 线 
性 独立 的 解 有 (wr) 和 (wr)。 对 于 w > 0, 函数 


sinwt Jn (wr)Yn (u R) — Yn(wr)Jn(wR) 
w? J2(wR) + YR (wR) 


是 方程 (4.2.22) 的 解 。 令 : 


_ 2 [7 sinwt Jn(wr)Yn(wR) — Y, (er)J, (wR) 
Gals) = | wa F2(wR) +¥2(oR) 


T Jo 
为 了 讨论 Gx(r, 的 性 质 , 我 们 首先 回顾 Bessel 函数 Jn (2), Yn (2) 在 零点 的 展开 
式 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P.951 )。 


dw, (4.2.26) 


n +o 2k 
Jn(2) = = DODATE y (asz <7), (4.2.27) 
一 0 
| 2k-n 
xY, (z) =2J, (z) (in 5 十 c) - > 站 -一 外 ( 


Re 1 £S (ayes ntk 1 k 1 
—(5 工 一 十 i 
(5) n! = k = k!(k + n)! > m > m 
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其 中 C 是 Euler 常数 。 
由 (4.2.27) 和 (4.2.28) 可 知 存在 常数 ee (0,1), 使 


Jo(w)=1+O(w?), w— +0, (4.2.29) 
Yo(w) = 20nw +C 一 2)+O(w2-9，w > +0, (4.2.30) 
Inw)= 5 (z) + ow?) o + +0, (4.2.31) 
Yn(w) = eo (z) ` +O), w — 0. (4.2.32) 


由 Bessel 函数 的 渐进 近似 展开 式 (Gradshteyn and Kyzhik, 1980, P.962) 可 得 : 
2 2 m (n,m) n,m) 
In(w) + Yn (w) ~ 2 [Sc D m Pt (2iw)™ J 
十 oo 


_ 2 an (n,k) (n,2m — k) 
mw 2 =D" aE k (2iu)2m—k 


m=0 
_ 2 Sy (—1)*(n, k)(n, 2m — k) 
WW 0 k=0 (4) 
2 te a”, 
一 一 am? W +00 
mm m=” 
其 中 ， 
_ Pn+ +h) 
(mA) = pm +I p 
1 2m 
am= — D-DD, k)(n, 2m — k). 
[i = 
ER af =1, 令 : 
1 十 oo ~ 
= Sh = a m (jam * 
=0 
WA: (bn) 可 由 (an) 确定 ， 
or =1, 


bh a? + btia} +--+ bhatt, = 0, 
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即 (bn) 可 由 (an) 确定 并 可 得 渐进 展开 : 


1 mw — 
~ m |, w— +00, 4.2.33 
J2(w) + Y} (w) 2 Ë k: 2: 4] cami ( ) 


由 此 对 G; (r, t) 可 得 : 

1. Gk(r,t) 在 (r,t) € [R, +00) x [0,T] 上 是 绝对 可 积 ， 并 且 GL(r,t) 在 
[R, +00) x [0,T] 上 连续 。 

2. G; (r,t) 在 [R, +00) x [0,T]\ro 上 是 可 微 的 , 而且 


OGH(r,t) 2 三 sinwt J’ (wr)Yn (wR) 一 Yn(wr)Jn(wR) 5 
ð ah w J2(wR) + Y2 (wR) : 
(A.2.34) 
OG} (r,t) _ 2 + cos wt Jn(wr)¥n (wR) — Yn(wr)Jn WR) w 
ð xj w J2(wR) + Y} (wR) 
(4.2.35) 
其 中 Tao 表示 特征 线 {(r,t) |r = R+t,t > 0}。 
3. G% (R,t) = 0, 
G*(r,0)=0, r> R. 
4. HÆR (4.2.34) ASK (4.2.35) 可 得 : 
0G*(R,t + sin(wt 1 
Or 1- -起 / PARA” > 0, 
(4.2.36) 
OG (r,0) _ 2 三 1 In(wr)¥n (wR) 一 Yn(wr)In(wR) q 
ot xj w J2(wR) + Y?(wR) 
= -(2)", r>R. (4.2.37) 


上 式 最 后 一 个 等 式 来 自 文献 (Gradshtetn and Kyzhik,1980,P.679)。 这 个 等 式 在 
这 一 节 中 起 非常 重要 的 作用 。 

5. G* (7,t) 是 方程 (4.2.22) 的 一 个 弱 解 。 
a: 

Gn(r,t) = {27 + Gr(r,t), 

则 有 : 

定理 4.2.1 G,(r,t) 是 初 边 值 问题 (4.2.22)~(4.2.24) 的 解 。 

进一步 应 用 Dunamel 原理 (Carslaw and Jaeger,1959, P.30) 可 得 初 边 值 问 
题 (4.2.16)~(4.2.18) 的 解 un (r,t) 和 初 边 值 问题 (4.2.19)~(4.2.21) 的 解 vn(r, t) 
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的 表达 式 : 
“nae [% Bani) OG, Patat Dae 


=(2)" ee at) Gont- in n= 0\1,---, 
t gbn() BGn(r,t — r) 


m= | ar at lar 
Ry” * Pbnl * 
= (=) bn(t) +f Fal) oe (nt 一 T)dr, n= 1,2,.….. . 
EATUR Bk 上 
Sool) "a G) ai t Ponte) PGR t tena, 
0 
=—Fun(R,t) t) +f oe i) oot) ST) Ge (4.2.38) 
mi) a+ Í. eto Rt Da, 
0 
* (Rt — 
=- (J) (Rt) + a PNET hy T. (4.2.39) 
id: 
Hz,(t) = 4, 三 ”si 人 ob L ai 4.2.40 
"= 人 EP gÀ (4.2.40) 
W: 
ORS _ _ yz, (z) (4.2.41) 
= -HZ,[ 2): 2. 
将 上 式 代 入 式 (4.2.38) 和 式 (4.2.39) 可 得 : 
dun i ' 
-| (R. r)Hz, (° = Jar, (4.2.42) 
Mac, t)=—Fon (R,t) — 2 (=). (4.2.43) 


其 中 HZ, (t),(n = 0,1,…) 是 由 等 式 (4.2.40) 定义 的 一 类 新 的 特殊 函数 。 可 将 
HZ, (t) 改写 为 下 面 的 等 价 形式 : 


_ 4 ft sin(wt) 1 x 
HZ, (t) = af = (z L Zw) sty et 
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由 此 可 知 HZn(t) 在 [0, +00) 上 有 连续 的 微 商 HZ! (t), HZ, (t), 并 且 


ee. +œ cos(wt) 1 x= 
HZ) = 5 J. S (z 了 二 = Zw) dw, (4.2.44) 
HZ, (t) = -5 f sin(wt) (aaa = 3) dw, (4.2.45) 
HZ, (0+) =1, (4.2.46) 
HZ! (0+)= 3 =n. (4.2.47) 


其 中 等 式 (4.2.47) 仅 是 一 个 猜想 ， 通 过 计算 知道 对 0 < n < 20， 它 是 成 立 的 
(Han and Zheng, 2005-A)。 应 用 特殊 函数 HZn(t) 的 可 微 性 ， 边界 条 件 (4.2.42) 
和 (4.2.43) 有 下 面 的 等 价 形式 : 


Õun Oun 


“op t = un (R, t) - -g (Rt) 
说 /多 on cp, raz, (t yar, (4.2.48) 
学 Ovn 
(BR, t)=— mua (R, 让 一 at (R, t) 
i t OUn wo (t—T 
-z > Hz, ( m Jar, (4.2.49) 
Oun _ t Oun 
Or (R,t)= anu (R,t) — t (R,t) 
t 7” n(t— 
-z Í us (R.r)HZ, (Jar, (4.2.50) 
un 1 S 
or (R,t)=—sprnlR,t) 一 g t) t) 


À smo 0 元 )ar (4.2.51) 
0 
等 式 (4.2.48)~(4.2.51) 给 出 了 问题 (4.2.1)~(4.2.4) 的 解 u(r,0,t) 的 傅 氏 系数 


(un(r,t),Un(r,t)) 在 人 工 边界 Sp 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 综 合 上 述 分 析 可 得 
u(r7,9,t) 在 人 工 边界 Dp 上 满足 的 准确 边界 条 件 : 


FeO.) =a Do [ru u(r, p;t) cosn(0 — y)dp 
RES Ka cos - OHZ R T)apar 


=K? (u(r, 6.9), (A.2.52) 
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或 
tO t=- 2 u(R, g;t) cosn(6 — y)dy 
£ rial Ou 
“Ges A DUR, 9,8) cosn(0 — pap 
-hÈ = ft cn, p; T) cos n(O—~) jaz (ST a dear 
=K! (utr, 0, t)), (4.2.53) 
或 
= (R, 0, t) = E- mak u(R, y, t) cosn(@ — y)dy 


Ou 
ese D3 (Rig; ra 
x h (R, 9; t) cosn(@ — y)dy 


a 中 [ E u(R, g;7) cosn(8 — p) HZ. (E)r 
=K? (ulR,0, t)). (4.2.54) 


其 中 ”表示 在 求 和 时 对 nn 一 0 项 乘 上 因子 Ze 等 式 (4.2.52)~(4.2.54) 是 初 边 值 
问题 (4.2.1)~(4.2.4) 的 解 u(r,9,t) 在 人 工 边界 Sp 上 满足 的 三 个 等 价 的 准确 边 
界 条 件 ,在 实际 计算 中 对 等 式 右 端的 无 穷 级 数 进 行 截断 可 得 到 三 个 等 价 的 高 精度 
近似 人 工 边界 条 件 ， 


Zi (R,0, 四 = 一 -一 ao "Ñ u(R, yp;t) cosn(@ — p)dy 
1 x 2x 02uf p; T) -T 
= Í 有 一 82 cosn@— PELA (= R —)apar 
=K3, (u(r, 6:t)), (4.2.55) 
Ou 
a =" (R,0,t)= Ky (u(R, 0, 5). (A.2.56) 
eR, 0,t) =K% (ul u(R,0, t)). (4.2.57) 


类 似 于 KR, KA 和 KY j H K! 和 K 截断 得 到 的 。 
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4.2.2 ”有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 


应 用 准确 边界 条 件 (4.2.52)~(4.2.54) 中 的 任何 一 个 , 可 将 初 边 值 问 题 (4.2.1) 
~(4.2.4) 等 价 地 简化 为 有 界 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 : 


= =Au+ f(a,t), V(z,t) € Di, (4.2.58) 
ul .=9(a,t), V(w,t) € T x [0, T), (A.2.59) 
u|,-o = (z), VE € 2%, (4.2.60) 
ut|, 9 = 2 (z), Va E Mi, (4.2.61) 

ðu ， 
F(R 0. = (u(R.6.0), j= 01,2. (4.2.62) 


应 用 近似 边界 条 件 (4.2.55) ~(4.2.57) 中 的 任意 一 个 , 可 将 原 问 题 (4.2.1)~(4.2.4) 
近似 地 简化 为 有 界 计算 区 域 D, 上 的 初 边 值 问题 


DaT = Aus + f(z,t), V(m,t) € Di, (4.2.63) 
u| =glz,t), V(z,t) eT x [0,7], (4.2.64) 
u|,9=¥o(2), Va E A, (4.2.65) 

ut’ |,- =i), Vz e 2, (A.2.66) 
aa (R.0.t) =K} (u (R,6,t)), j =0,1,2. (4.2.67) 


定理 4.2.2 PUB (4.2.58)~(4.2.62) 至 多 有 一 个 解 ， 初 边 值 问题 
(4.2.63)~(4.2.67) 至 多 有 一 个 解 。 

GEAR tui, up 是 问题 (4.2.58)~(4.2.62) 的 解 , $ E = u -uz W E WE 
下 面 的 齐 次 问题 : 


a =AE, V(z,t) € Di, (4.2.68) 
E| =0, V(z,t) € T x [0, T|, (4.2.69) 
E| =0, Vz € M, (4.2.70) 
E,|,- =0, Vr E Ri, (4.2.71) 
OE 4 
二 一 | = < m. 4.2.72 
Dr lie Ko(BElra), O<t<T. (4.2.72) 


这 里 取 j 了 = 0, 对 j= 1,2 的 情况 完全 是 类 似 的 。 
BE UN uy 是 问题 (4.2.63)~(4.2.67) 的 两 个 解 , 令 EN = ull — uly, WJ EN W 
足 方程 和 初 边 值 条 件 (4.2.68) ~(4.2.71), 但 在 人 工 边 界 上 BN 不 满足 条 件 (4.2.72) 
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而 满足 : 
OEN 
Or Ira 


用 E,(z,t) 乘 以 方程 (4.2.68) 两 端 在 区 域 D, = 2; x [0, T] 上 积分 。 经 过 分 部 积 
分 并 应 用 边 值 和 初始 条 件 可 得 : 


FA (Ben æ f f |VE(2, t)|2dadt 


T OE 
一 0 FE = 
Í fs (x (Elre) 3 |. asat 0. (4.2.74) 


=K E | OLST. (4.2.73) 


为 了 证 明 
= K(Elr, OE dsdt > 0. 
/ J. ( Ira) BE mee i 


在 区 域 Ne x [0,T] 上 引进 辅助 函数 H (x,t) H(x,t) 是 下 面 辅助 初 边 值 问题 的 


=AH, V(z,t) € 2% x (0, T|, (4.2.75) 
Alp, =Blr,, OSt<T, (4.2.76) 
H|,- =0, Vz e Re, (A.2.77) 
H,|,-=0, Vz E Qe, (4.2.78) 


对 给 定 的 E|. : 上 述 问题 的 解 我 们 已 经 在 4.2.1 节 中 求 出 。 它 可 以 表示 为 下 面 的 
傅 氏 级 数 形式 : 


H= golr,t) + s (ntr t) cosnb + f,(r.t) sin nð), 


2 n=1 
三 》 h(z,t), (4.2.79) 
n=0 
其 中 ， 
ho(z, t) = MEN, 
hn(z,t) = gn(r,t)cosnð + fn(r,t)sinnð, n=1,2,---, 
me aH 
oH| _ xo we 
Be |r, = KE Irn: (4.2.80) 
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用 H, 乘 以 方程 (4.2.75) 两 边 在 Q, x [0,T] 上 积分 , 通过 分 部 积分 可 得 : 


OE 
0 
-f 人 < (Era) |, st 
T 
=5 |, Eea f i |VH (a, t)|/?dadt > 0. (4.2.81) 
由 等 式 (4.2.74) 和 不 等 式 (4.2.81) 可 得 : 
E(a,t) =0, V(z,t) € Q; x [0, T]. 
此 外 , 记 : 
N 
Hy (x,t) = sy ha; t), 


T OE 
= o ðE 
f ie KW (E| rn) % | sat 


m 
aHNn| OH 
_ 一 一 | =... dsdt 
Í hom ra Ot Ire 
-f /. OHy 2an p fede 
Or Ira su 


1 
=; É mee, J, |VHy(x,t)|2drdt > 0. (4.2.82) 
与 前 面 完 全 类 似 , 可 以 证 明 : 
En(z,t) =0, V(z,t) € Q; x [0, T]. 
初 边 值 问题 (4.2.58)~(4.2.62) 和 初 边 值 问 题 (4.2.63)~(4.2.67) 的 唯一 性 获 
证 。 . 
在 有 界 计算 区 域 Di 上 可 对 初 边 值 问题 (4.2.63)—(4.2.67) 进行 离散 , 例如 应 
用 差分 方法 得 到 问题 的 数值 解 (Han and Zheng, 2005). 


43 ”三 维 声波 方程 


在 这 一 节 中 我 们 考虑 在 无 界 区 域 2 x [0, T], (2 c R?) 上 的 三 维 波动 方程 : 


Pu 并 
B= u+f(x,t), Vz,t) € 2 x (0,T), (4.3.1) 
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ul p=g(z,t), V(a,t) eT x [0. T|, (4.3.2) 
ul, -o =¥0(z), Vr € 2, (4.3.3) 
ut Ig =pi(z), Vr € 2. (4.3.4) 


假设 f(z,t), polz), pi (z) 的 支 集 是 紧 的 , 即 : 
Supp{ f(z,t)} C Bo x [0,7], Bo = {izl < Ro}, 
Supp{wo(z)} C Bo. 
Supp{yi(z)} C Bo. 
在 R 中 引进 ， 
Ta = (|z| =R, R> Ro} 


则 人 工 边 界 XR = Cr x [0,T] HER D = R x |0, T] 分 割 为 有 界 部 分 Di = 
Q x [0,T] 和 无 界 部 分 De = Ne x [0, T|, 其 中 R = (z| |x| > R). 

本 节 的 主要 目的 是 在 人 工 边界 Dp 上 找 出 三 维 波动 方程 的 外 问题 (4.3.1)— 
(4.3.4) 的 完全 吸收 边界 条 件 。 
4.3.1 ATAR Sp 上 的 完全 吸收 边界 条 件 


考虑 问题 (4.3.1)~(4.3.4) 的 解 在 区 域 D。 上 的 限制 u, 在 极 坐 标 下 u WE: 


Pu Pu + 20u +: 1 9 sing? + 1 u 
ðt? Ər? r Ar ` r2sin0 00 00 r? sin? 0 Oy?’ 
r>R, -5<0< 5, 0< o <, (4.3.5) 
u| p, = u(R,0,ə,t), O<t<T, (4.3.6) 
Wo=0, r>R, (4.3.7) 
wo=0 r>R. (4.3.8) 


如 果 函 数 u(R,0, wp,t) 己 知 ， 则 可 得 到 边 值 问题 (4.3.5)~(4.3.8) 解 的 表达 式 。 将 
问题 (4.3.5)~(4.3.8) 的 解 u(r, 0,9, t) 展 为 球 调和 函数 {Yr (0 p), n > 0,—n < 
m <n). W: 
+00 n 
u(r,6,e,t)= >> D> um(r,t)Y (0, o), (4.3.9) 


n=0m=—n 


-178 ”人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


其 中 ， 


= Í ue, DY eds, (TARR). 
D 


(4.3.10) 


将 ulr, 0, wp,t) 的 表达 式 (4.3.9) 代入 问题 (4.3.5)~(4.3.8) 可 知 {up (r,t); n > 


0, 一 n< m < n} WE: 


Pur Pur 二 20ur _ n(n+D), 
Ə2 ðr? `r ðr m 
(r,t) € (R.oc) x (0, T], 


ul =u™(R,t), 0<t<T,, 


m 


ur | ao =O r> R, 
(u™),|,-9=0, r>R. 


为 了 求解 问题 (4.3.11)~(4.3.14), 考虑 下 面 的 辅助 问题 : 
82G, Gn 20Gn n(n+]1) 


O Or Tr Or a Mi 
(r,t) € (R, +00) x (0, T), 
ac _ 
> ex 1, te (0,7]， 
G,|,- =0, r € (R, +00), 
OGn 
Ot | -o=0，re (R, +00). 


对 任意 /> 0, BE sin utW(r) 是 方程 (4.3.15) 的 解 ， 则 W (r) 满足 : 


aw 2dw 2 n(n+1) w 
d? rdr +(u o WB, 


(4.3.11) 
(4.3.12) 
(4.3.13) 
(4.3.14) 


(4.3.15) 
(4.3.16) 
(4.3.17) 


(4.3.18) 


(4.3.19) 


方程 (4.3.19) ERR Bessel 方程 , 它 有 两 个 线性 无 关 的 解 hi(jr) Al halur), 并 且 ， 


hulp) = Vz ab) tale) = VE aa 


其 中 .及 41/2 和 Y, 172 是 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 。 令 : 


@"(,t) = 


z" sin ut hy (ur)ho(wR) — hi(uR)ho(ur) q dy. 
0 


x m h?(uR) + hə(nR) 


通过 直接 验证 可 知 G (r, t) 是 定义 于 [R, +00) x [0,7] 上 的 连续 函数 ， 满 足 方程 
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(4.3.15), 并 且 ， 
G*(R,t)=0, te [0,7], 
G"(r,0) =0, r2 R, 


OG"(r,0) _ 2 [ Tha (ur)ho(uR) 一 ha (uR)ha(ur) 4 
at AE(uR) + hB(nR) Š 


=2 2 pmi 


i J,+i/2(ur)Y, 2 (R) — Jn+1/2(HR) ¥n¢1/2(Hr) q du 
Ja+1/2(4R) +E AR) 


=-(2)"", r>R. 


最 后 的 等 式 用 到 了 文献 (Gradshtetn and Kyzhik, 1980,P. 679) 中 的 积分 公式 。 
a: 
G(r,t) = G" (rt) + (B, 
则 G(r,t) 是 辅助 问题 (4.3.15)~(4.3.18) 的 解 。 
由 Duhamel 原理 , 边 值 问题 (4.3.11)~(4.3.14) 的 解 um (r,t) 可 以 由 其 在 边 
界 TR 上 的 值 uw(R,t) 和 函数 G(r, t) 表示 出 : 


om 人 "Our (R,7) T) OG(r,t — r) 
ot 


ate 2 
u™(R,t) + f Fa BT) G(r, rar; 


— 


因而 ， 


un (R, t) _ n+l m t Pu™(R, T) 0G*(r,t 一 7) 
— ul" (R,t) +J a2 or dr. (4.3.20) 


or m R 
另 一 方面 ， 
ðG*(R,t) _ ji sin yt 1 d 
ar PRI W PBs) + ¥2,, A 


n+1/2 
引进 特殊 函数 : 


+ sin pt 1 
RP Jia (n) + Y, au 


4 
Hansalt) == | 


WE 
ƏG*(R.t) t 
Or = -HZ,+ua[ R): 
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将 上 式 代入 (4.3.20) 可 得 : 
m t F920m = 
=K2(u™) (4.3.21) 


可 将 特殊 函数 HZ, 41/2(t) 改写 为 下 面 的 等 价 形式 : 


== + sin pt 1 =” 
HZ, t —=p)du+1, 
ale we (wt Ja 2 ) 


可 直接 验证 特殊 函数 HZ, 4 1/o(t) 是 两 次 连续 可 微 的 , 并且， 


i _4 cos pit 1 I 
HZD SE Ee 
1 
52grp9=- 太 人 snM( TO _ 5)an, 
AZy41/2(+0)=1, 
HZ 41/2(+0) =n. 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 一 个 猜想 , 仅 通过 数值 计算 进行 了 验证 。 应 用 上 述 特殊 函数 
HZ n4ija(t) 的 性 质 ， 对 等 式 (4.3.21) 右 端的 积分 分 部 积分 可 得 等 式 (4.3.21) 的 
两 个 等 价 形式 : 


dun __(n+1) m _ Quy (R, t) 
nn (R= -Tur — 9 
1 f' du™(R,7) t-r 
=E] — HZ 12( = Jar 
=K1(u™(R,t)) (4.3.22) 
oun E š um u Əum(R.t) 
S (Rt) == uR, t) - ES 
a un (R, PH Zi a (SR)ar 
=K} (um (R, t)). (4.3.23) 


由 (4.3.9) 可 知 原 问题 (4.3.1)~(4.3.4) 的 解 u(r, 0,9, t) 在 人 工 边界 Dp 上 满 
足下 面 三 个 等 价 的 边界 条 件 : 


eR, 0,9, t)= 5 >° Ki (u? (R, t))¥7" (0, p); 


n=0m=—n 


=K (u(r, 0.9. 9). j =0,1,2, (4.3.24) 
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在 实际 计算 时 ， 对 边界 条 件 (4.3.24) 中 的 无 穷 级 数 进行 截断 ， 取 前 面 N 项 ， 
可 得 近似 人 工 边界 条 件 : 
N n 
ZURO = D> KARR OYO) 


n=0 m=—n 

= (u(R,0,p,t)), j=0,1,2. (4.3.25) 
对 了 = 0,1,2, 近似 边界 条 件 (4.3.25) 中 的 三 个 公式 是 相互 等 价 的 。 
4.3.2 ”有 界 计算 区 域 Di 上 的 等 价 和 近似 初 边 值 问题 


应 用 准确 边界 条 件 (4.3.24) 中 的 任何 一 个 可 将 原 问题 (4.3.1)—(4.3.4) 简化 为 
有 界 计算 区 域 Di 上 的 等 价 初 边 值 问题 : 


Pu 
pe Au+ Slt), Wet) € Di, (4.3.26) 
u|p=g(z,t), V(z,t) € T x [0,7], (4.3.27) 
ul,-9=¥o(z), Vz € M, (4.3.28) 
url= (z), Vz € Mi, (4.3.29) 
Ou š 
S (R0) =K (ur, 6.t)), j=0,1,2. (4.3.30) 


应 用 近似 边界 条 件 (4.3.25) 可 将 原 问 题 (4.3.1)~(4.3.4) 近似 地 简化 为 有 界 计 算 
区 域 D, 上 的 近似 初 边 值 问题 : 


uN 


Bt =AuN + f(z,t), V(z,t) € Di, (4.3.31) 
u| p =g(z,t), V(a,t) € T x [0, T|, (4.3.32) 
uN| _ = (a), Vz E R, (4.3.33) 
uN |,-0=¥1(2), Vz € h, (4.3.34) 

DuN j ñ 
Fo (R81) = Kh (u(R,6,4)), j =0,1,2. (4.3.35) 


对 上 述 初 边 值 问题 有 下 面 的 唯一 性 定理 : 

定理 4.3.1 HAE (4.3.26)~(4.3.30) 至 多 有 一 个 解 ， 初 边 值 问题 
(4.3.31)~(4.3.35) 至 多 有 一 个 解 。 . 

定理 的 证 明 与 二 维 情况 完全 类 似 , 这 里 不 再 重复 。 

由 初 边 值 问题 (4.3.31)~(4.3.35) 出 发 , 例如 应 用 差分 方法 可 得 到 原 问题 在 有 
界 计算 区 域 D; 上 的 数值 近似 解 ， 在 论文 (Han and Zheng, 2003) 中 给 出 的 数值 
例子 说 明 本 节 给 出 的 人 工 边界 条 件 是 十 分 有 效 的 。 
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4.4 一 维 Klein-Gordon 方程 


在 本 节 我 们 研究 下 面 一 维 Klein-Gordon 方程 初 值 问 题 的 数值 解 : 


)2, )2, 
ua 2 +bu = f(z,t), V (x,t) € R! x (0,7), (4.4.1) 


wo = Folz); wl,» = @(z), Ve eR. (4.4.2) 


其 中 a,b 是 两 个 正 实数 ; 已 知 函 数 polz), yi (x), f(w,t) 满足 4.1 节 中 的 条 件 。 由 
于 wo(z),pl(z) 的 支 集 在 [0,1 中 ，f(z,t) 的 支 集 在 [0.1] x [0,7] 中 , 引进 人 工 
边界 
m={( 0) |z=1, o<t<T}, 
B= { (x,t) |z=0, o<t<T} 
人 工 边 界 马 , Lo HERK R! x [0, T] 分 割 为 三 部 分 ; 
D;=[0,1] x [0, T], 
Dı = [1, +00) x [0,7], 
Do= (—eo, 0] x [0, TJ, 
其 中 Di 是 有 界 区域 。 
4.4.1 ”人 工 边界 Di, Xo 上 的 完全 吸收 边界 条 件 


考虑 初 值 问题 (4.4.1)~(4.4.2) 的 解 u(z,t) 在 区 域 D, 上 的 限制 , 在 D, 上 
u(x,t) WE: 


Pu Pu a 

a2 7° ag t'u = 0, V (a,t) € Dy, (4.4.3) 
uls, =u(l,t)=m(t), O<t <T, (4.4.4) 
ul,9 =9, teli = 1<2<-+too. (4.4.5) 


由 于 ulz, t) 在 人 工 边 界 D 上 的 值 w(1, 是 未 知 的 ,问题 (4.4.3)~(4.4.5) 的 提 
法 是 不 完全 的 ,不 能 独立 求解 。 假设 ul. = g1(t) 已 知 ， 则 问题 (4.4.3)~(4.4.5) 
存在 唯一 解 , 应 用 Laplace 变换 可 求 出 问题 (4.4.3)~(4.4.5) 的 解 。 令 : 


a(z, s) = Ie e *tu(z,t)dt = L(u(z,t)). (4.4.6) 
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由 微分 方程 (4.4.3) 和 初 边 值 条 件 (4.4.4)~(4.4.5) 可 知 G(z,s) 满足 : 
23 afi 


sa-a +b =0, 1< z < +00, (4.4.7) 

a(1,s) = Tið: ü(z, s) 有 界 . (4.4.8) 
方程 (4.4.7) 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 , 通 解 为 : 

Ale, t) = dp Ee- Od 
H G(z,s) AH, WH C2(s) = 0, B: 
B(x, a) =Q (a), 
es. KOEL (s)e oH (21), 
在 人 工 边 界 马 上 我 们 得 到 : 
-igr rps) + Pa(1,s)). (4.4.9) 


由 Laplace 变换 表 (Gradsbteyn and Kyzhik, 2004, P. 118) 可 得 : 


T 1 
£ (zF) = Jo(bt), 
和 2. 
£7 (82001, s) + G(1,s)) = a] 
再 应 用 卷 积 定理 由 (4.4.9) 得 到 : 


oud 二 Dot- o) [PRED + eua, nar 


+ bu(1,t). 


=i 60) - f GE =D) Za, rar 


a Jo (b(t — 7))u(1, r)dr 


ul 2 t ” 
= 2 28) a f [40 (b(t —7)) + nln) Ju. rar, 
即 有 : 
oul) 5 190) 关 Dae =f [48 (6(¢ —7) + Jo(H(¢—7))]u(t,r)ar. (4.4.10) 
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边界 条 件 (4.4.10) 是 初 值 问题 (4.4.1)~(4.4.2) 的 解 u(z,t) 在 人 工 边界 D 上 满 
足 的 准确 边界 条 件 。 通 过 类 似 的 分 析 在 人 工 边 界 Xo 上 可 得 到 准确 边界 条 件 : 
2 t 
mH = 2 _ Zf [4 (b(t - 7) + Jo(b(t — 7))]w(0,7)¢r. (4.4.11) 
边界 条 件 (4.4.10) 和 (4.4.11) 可 将 区 域 Di 上 的 波 完全 传播 出 去 ， 称 其 为 一 维 
Klein-Gordon 方程 的 完全 吸收 边界 条 件 。 
44.2 ”有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 


应 用 完全 吸收 边界 条 件 (4.4.10) 和 (4.4.11) 可 将 初 值 问题 (4.4.1)~(4.4.2) 等 
价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 D, 上 的 初 边 值 问题 : 


a = au + bu = f(z,t), V (x,t) € Di, (4.4.12) 
ðu(1,t) 16u(l,t) _ b? > 
os te ah [zeae 2) 
+Jo(b(t — DD) ran, (4.4.13) 
du(0,t) 10u0t) _ 2 ftp, 
oe a af ee-e) 
+Jo(b(t — 7))|u(0,7)ar, (4.4.14) 
ul, = wo(z)， ueli = ¥1(z), Vz € [0,1]. (4.4.15) 


由 上 述 分 析 可 知 车 u(z,t) 是 原 问 题 (4.4.1) ~(4.4.2) 的 解 , W ule, t) 在 区 域 Di 上 
的 限制 是 初 边 值 问题 (4.4.12)~(4.4.15) 的 解 。 进 一 步 我 们 将 证 明 问 题 (4.4.12)~ 
(4.4.15) 解 的 唯一 性 与 解 对 初 值 Po(z), Pi(z) 及 方程 右 端 f(z,t) 的 连续 依赖 性 。 


以 oe 乘 以 方程 (4.4.12) 两 边 , 在 区 域 D; 上 对 变量 z 积分 并 应 用 边界 条 件 
Ot 
(4.4.13) 和 (4.4.14) 可 得 : 
1 
E E —eaaayle] 


+a, t) 


= (tlt) +e OD 5 (u(0,2)) 
t 
= f f(a tule, dx, (4.4.16) 
0 
其 中 ， 
Jeo) = 288 +E f [ag (oe) + mot- eoar 
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为 分 析 等 式 (4.4.16) 左 端的 最 后 两 项 , 分 别 在 
Do = (—00, 0] x 


区 域 Di = [1,+00) x [0, T] 和 


(0, T] 上 引进 辅助 函数 wr (x,t), wo(a, t): 


Pw, Pw 
aa SS! + Pun = 0, V (z) € Di, (4.4.17) 
inla = uD) O<t<T, (4.4.18) 
wilio=0, (wi)t|,-g =0, 1< z< +. (4.4.19) 
fad Pwo 
De sp Bz? + bwo = 0, V (z,t) € Do, (4.4.20) 
wol,- = u(0,), 0 <t<T, (4.4.21) 
0|-o=0， (woel o =0, -œ< z <0. (4.4.22) 
通过 类 似 的 分 析 可 得 : 
Bati, t) 1 ðwi(z,t)\? 9 /Our(a,t) 2 
2 —— 
u: rn mala fare) +e) 
+? (wi (z, )* Jar}, (4.4.23) 
ou) t) EK (Aa: t) 2 (/ Owo(a, t) \2 
T(u(0,4)) = ala at i +a) 
+b? (wo(z,t)) Jar}. (4.4.24) 


综合 等 式 (4.4.16), (4.4.23) ~(4.4.24) 可 得 : 


$B) < E(t) + F(t), 


Owo(z, Sy 4: 


“(as SY + 
ibe z0) +a? 


Igre: 


+b 2 (u(x, D Jaz, 


| 


8 


+a ( Ox 


(Seo) 


Oui (x, 


0<t<T, 


a (001) ° +0 (wole, »)'] da 


t) 


yi +b? (w (x, »)'] dx 


(4.4.25) 
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1 
PO= 志 上 (f(x, t))?de. (4.4.26) 
应 用 Gronwall 不 等 式 可 得 : 
< et j t)dr), <teT, .4. 
zse(EO+ 人 Fondr) 0<t<T. (4.4.27) 
又 有 : 
E(0) = if [(en(2))? + a? (e6(2))? + (rolz)) Jaz, (4.4.28) 
由 不 等 式 (4.4.27) 可 立刻 得 到 初 边 值 问题 (4.4.12)~(4.4.15) 解 的 稳定 性 估计 ， 
1 
sf G * +a (Š (z,0) +P(u(e,t))"| dx 
< [(ei(2))2 + a (g)? + P (ço(2))°]az 


asi’ f(z,7)) azar). (4.4.29) 


对 有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 (4.4.12)~(4.4.15) 有 下 面 的 结果 : 

定理 4.4.1 ” 初 边 值 问 题 (4.4.12)~(4.4.15) 至 多 有 一 个 解 ,而且 稳定 性 估计 
(4.4.29) 式 成 立 。 . 
事实 上 我 们 已 经 证 明了 在 有 界 计算 区 域 Di 上 , 初 边 值 问题 (4.4.12)~(4.4.15) 与 
原 问题 (4.4.1)~(4.4.2) 等 价 。 


4.5 ”高 维 Klein-Gordon 方程 


在 这 一 节 中 研究 高 维 Klein-Gordon 方程 的 完全 吸收 入 工 边界 条 件 。 为 了 氢 
述 上 的 简练 , 在 方程 中 取 常 数 a = 1,5 = 1, 考虑 下 面 的 初 值 问题 : 

Pu 

Oe 

lo = polz), uel, o =@(z), YreRô, (4.5.2) 


— Au +u = f(z.t), V (x,t) € Rs x (0,T], (4.5.1) 


其 中 d = 2,3。 假 设 函数 polz), yi (z). f(x, t) WAL: 


Supp{yo(x)} C Bo = (z | |z| < Ro}, 
Supp{i(x)} C Bo, 
Supp{f(z,t)} C Bo x [0, T], 
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其 中 Ro > 0. Æ Rt 上 引进 和 人工 边界 : 


Tr={x| || = R, R> Ro}, 


W Fe HR 分 割 为 有 界 区 域 Q, = (z | |z| < R) MERKIR 2 = {x | |x| > R). 
为 了 将 原 问 题 (4.5.1)~(4.5.2) 简化 在 有 界 计 算 区 域 D, = Q x [0, T] 上 进行 数值 
计算 , 我 们 必须 研究 人 工 边 界 Le = TR x [0,T] 上 的 人 工 边界 条 件 。 
4.5.1 AIAR Srp 上 的 完全 吸收 和 人工 边界 条 件 (二 维 问题 ) 

当 d= 2 时 首先 考虑 问题 (4.5.1)~(4.5.2) 的 解 u(z,t) 在 Re x [0,T] 上 的 限 
制 , u(z,t) 满足 


Calan =0. a 2, x (0, T 5 

pe —Au+u=0, V(r,t) € R x (0. T|, (4.5.3) 
uly, = u(R,6,t), 0 <t <T,.0 < 0 < 2x, (4.5.4) 
ulio =9; wl o =0, R<r<-+too. (4.5.5) 


F wlra = u(R,0,t) 已 知 , 则 问题 (4.5.3)~(4.5.5) 存在 唯一 解 ,我 们 将 通过 求 出 
问题 (4.5.3)~(4.5.5) AOA u(r, 0,t) 的 表达 式 , 得 到 在 人 工 边界 Dp 上 的 完全 吸收 
人 工 边 界 条 件 。 将 问题 (4.5.3)~(4.5.5) 的 解 展开 为 : 


十 oo 
u(r,0,t) = woth) + > (un(r, t) cos n6 + vn (r,t) sinné), (4.5.6) 


n=1 
将 (4.5.6) 代入 方程 (4.5.3) 并 应 用 边界 条 件 (4.5.4) 和 初 值 条 件 (4.5.5) 可 得 
{un(r,t), n = 0,1,2,…} 和 {vn(7,t), n = 1,2,…} 是 下 面 初 边 值 问题 的 解 : 


Pun Pu, 10u, n? 
22 (ae tpo ate) tm =O 

R<r<+too, 0<t<T, (4.5.7) 
tnlraR =On(t), OLST, (4.5.8) 
Un|t=0 =0, (un)tlt=0=0, R<r< +o. (4.5.9) 
Pun Bun 10v, n? = 
22 (Gat sae pat) tu = 0, 

R<r<+oo, 0<t<T, (4.5.10) 
Unlr=r = Galt), O<t<T, (4.5.11) 


Unlt=0 = 9, (vn)tle=0=0, R<r<+oo. (4.5.12) 
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其 中 
1 /2r 
m0=2/ u(R,0,t)cosn0d0, n=0,1,..…, (4.5.13) 
0 
1 pe 
Ant) == | u(R,6,t)sinn6d0, n =1,2,---, (4.5.14) 
0 


为 了 求解 边 值 问 题 (4.5.7)~(4.5.9) 和 问题 (4.5.10)~(4.5.12), 首先 求解 下 面 的 畏 
助 问题 : 


PGn /PGn ,10Gn n? 
(B+) +G. =0, 
R<r<+ceo, 0<t<T, (4.5.15) 
Galrcr=1, O<t<T, (4.5.16) 
Gnle=0 =0, (Gn)elt=0 =0, R< r< 十 oo. (4.5.17) 
4: 
G(r, t) = sin( y (w? + 1) t)W (r), (4.5.18) 


其 中 w > 0 为 任意 实数 。 将 (4.5.18) 代入 方程 (4.5.15) 可 知 W (r) 满足 ， 


da tpar T 


方程 (4.5.19) 是 n Br Bessel 方程 ， 它 有 两 个 线性 无 关 的 解 Jalur), Yn(wr) 
(Andrews ,1992, P. 287 )。 因 而 对 任意 w> 0 函数 
wsin((Vw? + 1)t) Jn(wr)¥n(wR) — Yn(wr)Jn(wR) 
(w2 十 1)3/2 J2(wR) + Y?(wR) 
都 是 方程 (4.5.15) WR, 令 : 


Í _ 2 [t° wsin(( [w2 + 1)t) Jn(wr)¥n(wR)—Yn(wr) In (wR) 
Gi (r,t)= Al %2 + 1)5/2 Ja(eR)+Y2(eR) - 


2 2 
aw 2 a a (w) = (4.5.19) 


(4.5.20) 
类 似 于 在 4.2 节 中 的 讨论 , 可 知 Gt (r,t) 是 方程 (4.5.15) 的 一 个 解 , 并 且 ， 


G*(R,t)=0, O<t<T, 


Glt=0=0, 
In(wr)¥n (wR) — Yn (wr) In(WR) ay 
n)tle=o= x 2 [> = +1 J2(wR) + ¥2(wR) 
= 一 Kn( R<r<-+o0, 


K 
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其 中 K,(r) 是 n 阶 虚 变量 Bessel 函数 ， 最 后 的 等 式 来 源 于 本 章 附录 中 的 等 式 
(4.7.3)。 


注意 到 函数 ea 


Kn(R) 


也 是 方程 (4.5.15) 的 解 , 令 : 


Kat) 
Ka (R) 


G,(r,t) = +Gi(r,t), (4.5.21) 


W G, (r, t) 是 初 边 值 问题 (4.5.15)~(4.5.17) 的 解 。 应 用 Duhamel 原理 由 G,,(r, t) 
可 得 问题 (4.5.7)~(4.5.9) 的 解 un(7,t) 和 问题 (4.5.10)~(4.5.12) 的 解 u, (r, t): 


t danl Oan(T) Gn mt-7) ar 


ua(t)= | — En 
Kn * Pan » 
= ant) Fels int —r)dr, (4.5.22) 


wga I a) ) OGn Beale Ta, 


K,(r) ka Bef Dine 
= Kip) +} — Gs (r,t — r)dr. (4.5.23) 
在 边界 "= R kE: 
Oun(R,t) _ Ki(R) * Pan(r) OGi(R,t— r) 
or FR)" D+ or Or 
Ki(R Pun(R, 7) OGF(R, 
= (Rt) + Re A a, (4.5.24) 
Oun(R,t) _ K! (R Ovn(R,T) ƏG;(R.t 
wi ) =e nl J) + pa ra (4.5.25) 
另 一 方面 ， 
OG;(R,t) 2 Ea ar w? sin(( Vu? + 1)t) 
or ah +P 
Ja ORY (wR) = Yp (wR) Jn (wR) 5 
` J2(wR) + Y2(wR) 
4 /+™ wsin((Vw? + 1)t) 1 å 
-z= Í (22+1)⁄2 J2(¿R) + Y2(o R) i 


=-—HYn r(t), (4.5.26) 
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其 中 ， 
_ 4 /TY wsin((vw?+1)t) 1 
HY nlt) = Z f Romeo (45.27) 


对 任意 上 > 0, 积分 (4.5.27) 是 收敛 的 , 因而 由 (4.5.27) 定义 了 一 类 新 的 特殊 函 
BAY) r(t) 函数 HYn v(t) 可 以 改写 为 下 面 的 等 价 形式 ; 


4 [+° wsin((Vw?+ 1)t) t. 
HYn, R(t) = pa 2 3/2 2 2 
Rx (w? 十 1)3/ J2(wR) + Y2( A 
+00 [TF I) 
PF du 十 =f wan wont) dw. (4.5.28) 
由 于 


2f™ wsin((Vw +1)t) _2 aes ea 
z Jo x 


2 +1 — 
“ir saa. [ ae) 


-2 fs ‘ng dg. (4.5.29) 
0 
综合 等 式 (4.5.28)~(4.5.29) 可 得 : 
4 + wsin((Vw2 + 1)t) 1 
HYn, R(t) = Rn? j @? + 1)5/2 {zum +¥2(oR) 
2 ft sing . 
-irvi jw- f £ dé (4.5.30) 


由 上 式 可 得 HYn r(t) 在 (0. +00) 上 对 + 是 可 微 的 ,而 且 ， 


4 [** weos((Vw? + 1)t) 1 
Rx? | (w? + 1) {ao +Y¥?(wR) 


ER +1} dw - ae -1). (4.5.31) 
可 应 用 公式 (4.5.30)~(4.5.31) 计算 特殊 函数 HY, r(t) 和 HY/ p(t) HR (4.5.26) 
代入 式 (4.5.24) 可 得 : 


ðun(R.t) RCR) t Pun(R.7) 
Or KR)" n(n) fs 


un(R,t)— a ) [7E T) HY; p(t- r)dr; 


(4.5.32) 


HY; r(t)= 


HYn,r(t — r)dr 
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类 似 地 对 vn (r,t) 可 得 : 


Ovn(R,t) _ Ka(R) Ou, (R. t) t Oun(RyT) peer 
or = FR) "(RD 一 En 一 f Or HY; r(t- pa n 


公式 (4.5.32) ~(4.5.33) 是 函数 un(r, t), vn (rt) 在 人 工 边界 + = RR 上 满足 的 准确 
边界 条 件 。 
综合 公式 (4.5.6)、(4.5.32)~(4.5.33) 我 们 得 到 二 维 Klein-Gordon 问题 (4.5.1) 


~(4.5.2) 的 解 u(x,t) 在 人 工 边 界 Sr = TR x [0,7] 上 满足 的 完全 吸收 入 工 边界 
条 件 。 


= dul 部 0,t) +e (un(R, t) cos nb+un(R, t) sin nð) 
-f (omit cos n@ + 9 (R.r) R, D) HY, alt 一 t)ar}, 


+° yoy 2a 
n s em f u(R, 9, t) cosn(p—O)dy 


2r 
-if [ ul s": Se WRAT cos n(y — O)HY! alt — ndr} 
=K?(u(R. 9,1). (4.5.34) 


公式 (4.5.34) 右 端 包含 无 穷 级 数 。 在 实际 计算 中 常常 将 级 数 截断 只 选取 有 限 
项 , 这 样 就 得 到 近似 的 吸收 人 工 边界 条 件 。 这 时 要 注意 的 是 对 右 端 项 OME ， 

必须 将 它 展开 为 传 氏 级 数 并 同时 进行 截断 。 这 样 我 们 得 到 一 系列 近似 的 吸收 入 工 

边界 条 件 (N = 1,2,…): 


2x 
— sal SA 人 mee) t) l sny _g)dp 


=) 


gw f j 
= SE 


t) cosn(y — 8)dy 
2" Əu(R. e, r) a 
-f f MAE) cosn(p -WHY p(t - rjdpdr} 
=K3,(u(R, 0,1). (4.5.35) 


45.2 ”人 工 边界 Sr 上 的 完全 吸收 人 工 边 界 条 件 (三 维 问题 ) 
当 d= 3 时 , 考虑 问题 (4.5.1)~(4.5.2) 的 解 u 在 区 域 2 x [0,7] 上 的 限制 ， 


. 192 . ”人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


在 球 坐 标 下 u 满足 : 
Pu Ou 2du 1 2 1 ƏN 
ot? . Ton r? sin 0 00 (sind mt r2 sin? 0 aah 
+u=0, R<r, -3 <0< 3 0< < on, (4.5.36) 
ulra = u(R,0,9,t), O<t<T, (4.5.37) 
ut=o =0, ult=o = 90, R< r< +o. (4.5.38) 


WRK u(R.0,2,t) 已 知 ， 则 问题 (4.5.36)~(4.5.38) 是 唯一 可 解 的 。 将 问题 
(4.5.36) ~(4.5.38) 的 解 展 开 为 球 调和 函数 {Y7 (0, p), n 2 0, =n < m <n}, W: 


u(r, 0,p,t) = T yu 9,9), (4.5.39) 
n=0m=—n 
其 中 ， 
u™ (r,t) = J. u(r, NVR (Op)ds，( 且 为 单位 球面 ). (4.5.40) 


将 (4.5.39) 代入 方程 (4.5.36) 和 初 边 值 条 件 (4.5.37)~(4.5.38) 可 得 {up (r,t), n > 
0, —n <m < " 满足 : 


oun + 22u _ n(n+1) um = 
-i r-a ðr? + r ðr r =} + tin’ = 0, 
V(r, t) € (R, +00) x (0, T]. (4.5.41) 
um| aR =umn(R,), O<t<T, (4.5.42) 
um|=o=0, (wr)ho=0, R< r< too. (4.5.43) 


为 了 给 出 初 边 值 问题 (4.5.41) ~ (4.5.43) 解 的 表达 式 , 考虑 下 面 的 辅助 问题 : 


2 
o’ Hn = r= 20Hn = mnt Da} +H =0, 


ot? ðr? r Or 
V(r,t) € (R, +00) x (0, T]. (4.5.44) 
| =1, 0<t<T, (4.5.45) 
Halo =0, (Hn)elizo =0, R< r< +o. (4.5.46) 


对 任意 w > 0, BE sin((Vw? + 1)t)W(r) 为 方程 (4.5.44) 的 解 ， 则 函数 W (r) W 
E: 
dw 2dw +( 2 n(n + 1) 


r2 


dr? tod 


)w =0. (4.5.47) 
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方程 (4.5.47) 是 球 Bessel Jy, 有 两 个 线性 无 关 的 解 hi(wr) 和 ho(wr), 这 里 ， 


mio) = SZW) hale) = VESO] (4.5.48) 
4: 
$ _2 + wesin((Vw? + 1)t) hı (wr)ha(wR) 一 hy(wR)ho(wr) 
三 人 六 一 元 J @ + 1)5/2 h2(eR) + h2(oR) dy 
(4.5.49) 


对 于 (r,t) € [R, +00) x [0, T], 积分 (4.5.49) 收敛 , He (r,t) 是 方程 (4.5.44) 的 解 ， 
而 且 ， 

H,(R,t)=0, 0<t<T, 

Hy(r,0)=0, R< r< +o. 


ƏB;(r,0) _ 2 ‘Se w m(wr)ha(wR) — hi(wR)halwr) , 
ðt “naj +1 h2 (oR) + ha(wR) "= 


AE 
“aVrJg w+l 
。 加 +la(wr)yn+l/a(wB) 一 T+y2 (eR)Y, aio (er) a, 
Jia (oR) + Y2, ia (oR) 


_ [R K.+u2(r) 
r K,+i/2(R)` 


最 后 的 等 式 来 源 于 本 章 附 录 中 的 公式 (4.7.3)。 令 : 


Ky r 
at) = EBO, 


SW L,,i/2(r) 满足 微分 方程 : 


dL, 2dL L 
n+1/2 2dLnty2 _ (1 £ nnt 2 =0, 


dr? + OF (4.5.50) 
BD L,,i/2(r) 是 方程 (4.5.50) 的 一 个 特 解 , 并 且 ， 
ƏH;(r0) _ _ Lntyalr) 
ðt Ln+1/2(R) 
bi Ln+1/2(7) * 
H,(r,t) = tr a(R) + Hi (r,t) (4.5.51) 
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W H,(r,t) 是 初 边 值 问题 (4.5.44)~(4.5.46) 的 解 。 应 用 Duhamal 原理 和 函数 
Hy(r,t) 可 将 初 边 值 问题 (4.5.41)~(4.5.43) 的 解 um(r,t) 表示 出 来 。 


m(r, t) = [ee Sur (7) r) OH, (r,t = 


Qasr 
at Ç 


. wn(R, 9+ f Ou (BRT) eln t mar (4.5.52) 


Ln+1/2(R) ðr? 
在 边界 r=R 上 : 
dum (Rt) _ Lnry2(R) um Our (R, 7) ƏH;(R,t — r) 
a T ™(R,t) + 人 a (45.53) 
另 一 方面 ， 
OHy(R,t) _ 2 人 w? sin(/(w? + 1))t 
or do W? + 1⁄2 
shee ml Jaa (WR)Yp (WR) 
dw 
Ji (WR) + Yi, oR 
= al °° wsin(/(w? + 1)t) 1 
R (w? + 1) J (R) + Y2, (oR) U 
=—HYn+1/2,r(t)- 
由 等 式 (4.5.53) 可 得 : 
Əum(R,t) _ Li (R) vi t um (R,T) a(R 
zi eee s Li _ dum (R, t) 
CTA (RC as 
t m 
-f ED) HY! y nt- 7)dr. (4.5.54) 


综合 公式 (4.5.39) 和 (4.5.54) 可 得 三 维 Klein-Gordon 方程 的 完全 吸收 入 工 边界 
条 件 : 


up) 9, t) Li ia (R) Yt ayaa ty a ef 
u(R, 6’, y', t)Y, (9, p )ds' 
> > al, (R02 OY Oe!) 


-ff PUR OPT) pry. ia nR(t — r)ds'dr 
Sı or ý 
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_ | ROE Dem asym 
ñ 5 六 (be)ds ly (0,4) 


=K? (u(r, 0, p,t)). (4.5.55) 


在 等 式 (4.5.55) 右 端 取 有 限 的 N 项 , 可 得 近似 的 人 工 边 界 条 件 ; 


ðu(r, 0, pt) _ Li 2 (R ) Aad 
— 5 x > (e Í. u(R.0'. 2 t)YT (0 2 )ds 
t f Əu(R,0@',2',T 
-f J EO ry, anat nawan 
Əu(R,0',2',t)—m m 
 — ea! en) 
=Kh(u u(r, 0,9, t)). (4.5.56) 


45.3 ”有 限 计算 区 域 D. 上 的 初 边 值 问题 


应 用 完全 吸收 入 工 边界 条 件 (4.5.34) (d = 2) 和 (4.5.55) (d = 3) 可 将 无 界 
区 域 Rd x [0,T] 上 的 初 边 值 问 题 (4.5.1)~(4.5.2) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 Di 
上 的 初 边 值 问题 (d = 2, 3): 


Pu i oe 
oe AY +u= J(z,t), V (r,t) € Di, (4.5.57) 
ult=0 = po(z)， wili=0 = 2i(z). Va E Ni, (4.5.58) 
ðu 

Fla K4(ul,,), Vt € 0,7). (4.5.59) 


应 用 近似 人 工 边界 条 件 (4.5.35) 和 (4.5.56) 可 将 原 问 题 近似 地 简化 为 有 界 计算 区 
域 D, 上 的 初 边 值 问题 :; 


uN NN 
2 Au +u” = f(z,t), V(z,t) € Di, (4.5.60) 
uN|,-o = wo(z)，(uN)tli=o= ila), Va E M, (4.5.61) 
= =K%(uN|, ). Yt € [0,7] (4.5.62 
Fle = RECO ea). Kal 5.62) 
我 们 有 下 面 的 结果 : 


定理 4.5.1 有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 (4.5.57)~(4.5.59) 和 (4.5.60) 
~(4.5.62) 至 多 存在 一 个 解 ， 而 且 解 u(x, t) (u^ (x, t)) 连续 依赖 于 初 值 po(z)， 
pila) 和 右 端 项 f(z,t)。 . 
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证 明 类 似 于 定理 4.4.1 的 证 明 , 这 里 不 再 著述 。 
数值 求解 初 边 值 问 题 (4.5.60)~(4.5.62), 在 有 界 计算 区 域 Di 上 可 得 到 原 问 
题 (4.5.1)~(4.5.2) 的 数值 解 (Han and Yin, 2007)。 


4.6 ”线性 KdV 方程 


在 这 一 节 中 我 们 研究 下 面 无 限 区 域 上 线性 KdV 方程 的 完全 吸收 入 工 边界 条 
fF: 


Ut + Uzer = f(z,t), Vz e R|, te[0,T], (4.6.1) 
u(z,0) =uo(z), Vz € R!, (4.6.2) 
4 一 0， |z| 一 +00. (4.6.3) 


其 中 f(z,t),uo(z) 为 已 知 函 数 , 并 且 它 们 的 支 集 是 紧 的 , B Supp{ f(a, t)}C [a,b] x 
(0, T], Supp{uo(a)} C [a,b], b > a 为 两 个 实数 。 为 了 克服 由 于 无 界 性 给 数值 计算 
带 来 的 困难 , 我 们 引进 入 工 边界 : 


XZ =((z,t) | z=a, 0 <t <T), 

D ={(z,t) |£ =b, 0<t <T}. 
人 工 边界 Da 和 Dy 将 无 界 区 域 Ri x [0,7] 分 割 为 三 部 分 : 有 界 部 分 Pi = [a,b] x 
[0,7] 和 无 界 部 分 D. = (—c0, a] x [0, T], D, = (b, +00) x [0, T], EATUR Za 
和 Dy 上 找 出 问题 (4.6.1) ~(4.6.3) 的 解 满足 的 完全 吸收 入 工 边界 条 件 后 , 可 将 原 
问题 化 为 有 界 计算 区 域 D, 上 的 初 边 值 问题 进行 数值 计算 。 
4.6.1 ”人 工 边界 Do WD, 上 的 完全 吸收 人 工 边 界 条 件 


首先 考虑 问题 (4.6.1)~(4.6.3) 的 解 在 区 域 Dy 上 的 限制 , u(z,t) 在 D, EW 
E: 


Ut + Urer = Ü, b < z < +oo, 0 < t < T. (4.6.4) 
u(z,t)|z= = u(b,t), O<t<T, (4.6.5) 
u(z,0)=0, b< z< +00, (4.6.6) 
u 70, 2 一 十 oo- (4.6.7) 


由 于 函数 u(x,t) 在 z 二 5 上 的 值 u(b,t) 是 未 知 的 , 问题 (4.6.4)~(4.6.7) 是 一 个 
提 法 不 完全 的 问题 , AHEM HRA u(x,t) 但 是 如 果 u(b, t) 是 已 知 的 , 则 问题 
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(4.6.4)~(4.6.7) 存在 唯一 解 , 并 且 在 边界 X, 上 可 得 到 u(b, t), ur(d, t), uzz(b,t) W 
足 的 关系 。 对 问题 (4.6.4)~(4.6.7) 应 用 Laplace BK, +: 


+00 
U(x,s) = | e_*tu(z,t)dt = L(u(z,t)), (4.6.8) 
0 
W G(x, s) 满足: 
呈 十 人 rz 一 0， Re(s) > so > O, (4.6.9) 
G(b, s) = a(b, s), (4.6.10) 
U(z,s) 一 0, z — +00. (4.6.11) 


对 变量 z, 方程 (4.6.9) 是 一 个 三 阶 常 系数 常 微分 方程 , 它们 的 解 可 表示 为 : 
Gla, s) = Ca(s)ext(9z + Ca(sjexz(9)z + Cs(s)exsa(s)， (4.6.12) 


其 中 Ni(s) = 一 5, Xa(s) = — Ysw, da(s) = - Ysw, w = el. 
我 们 注意 到 ; 


ReAl(s) < 0, ReÀə(s) > 0, ReXs(s) > 0, VRe(s) > so > 0. 


由 边界 条 件 (4.6.11) 可 得 C2(s) = C3(s) = 0, BB: 


G(x, s) = Cy(s)e**. (4.6.13) 

在 边界 zx = 上 可 得 : 
Gib, s) 一 NG Hw teas s) =0, (4.6.14) 
hz(b, s) 一 pe A 5) = (4.6.15) 


由 Laplace 逆 变 换 (Gradsbteyn and Kyzhik, 2004, P. 118) 可 得 : 


u(b, t) — J?’ uze(b, t) = 0, (4.6.16) 
uz(b,t) + J P uzz(b,t) = 0. (4.6.17) 


其 中 JO 是 由 下 式 定义 的 积分 算 子 : 


1 t 
h-z £— r) lh(z)dr, t> 0, a> 0. (A.6.18) 
fn = = J, OTM 
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事实 上 条 件 (4.6.16)~(4.6.17) 是 原 问 题 (4.6.1)~(4.6.3) 的 解 ulz, t) 在 人 工 边 界 
Sp 上 满足 的 准确 边界 条 件 ， 是 完全 吸收 的 边界 条 件 。 

类 似 地 考虑 原 问题 的 解 wz,t) 在 区 域 D。 上 的 限制 , u(x, t) 的 Laplace 变换 
T(x, s) 满足 : 


s+ Geer = 0, (4.6.19) 
(a, s) = u(a,s), (4.6.20) 
ü(z,s) 一 0, z 一 一 2o， (4.6.21) 


问题 (4.6.19)~(4.6.21) 的 一 般 解 为 : 


Aa, s) = C2(s)e** + Cy(s)e*. (4.6.22) 
并 且 ， 
ü, (z, s) = Xa(s)Ca(sjexa(9z + Ag(s)C3(s)e8*, (4.6.23) 
fine (x, 8) = i 8)C2(s)e™(*)* + A3 (8s)C3 (8) 97. (4.6.24) 
在 z=a 上 可 得 : 
Aas) +E nw s) + Ig Taal, 8) = 0. (4.6.25) 
对 上 式 求 Laplace 道 变换 得 到 : 
u(a,t) — J uz(a,t) + JP uze(a,t) = 0. (4.6.26) 


条 件 (4.6.26) 是 原 问题 (4.6.1)~(4.6.3) 的 解 u(x,t) 在 人 工 边界 Da 上 满足 的 准 
确 边 界 条 件 。 


46.2 ”有 界 计算 区 域 上 的 等 价 初 边 值 问题 


应 用 完全 吸收 入 工 边界 条 件 (4.6.16)~(4.6.17) 和 (4.6.26) 可 将 原 问题 (4.6.1) 
~(4.6.3) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 Di 上 的 初 边 值 问题 : 


Wt + Uzzs = f(z,t), V(r,t) € Di, (4.6.27) 
u(x,0) =uo(x), Yx € [a,b], (4.6.28) 
u(a,t) — Je us(a,t) + JP uzala, t) = 0, (4.6.29) 
u(b, t) — JP uze(b, t) = 0, (4.6.30) 


uz(b, t) + J /uzz(b,t) = 0. (4.6.31) 


第 4 章 ”声波 方程 ,Klein-Gordon 方程 和 线性 KdV 方程 的 完全 ……… - 199 - 


对 于 初 边 值 问题 (4.6.27)~(4.6.31) 有 下 面 的 稳定 性 结果 : 
定理 4.6.1 ” 初 边 值 问题 (4.6.27)~(4.6.31) 的 解 u(x,t) 满足 下 面 的 稳定 性 
估计 : 


b b t pb 
J wotar <e Í lejas + | Í e7 f2(a,r)dadr, t>0. (4.6.32) 
a a 0 Ja 


为 了 证 明定 理 4.6.1, 我 们 首先 引用 下 面 的 引 理 ( Zheng, Wen and Han, 2008): 
引 理 4.6.1 ”对 已 知 函数 A(t), g(t)(h(0) = 0,g(0) = 0) 和 任意 上 > 0, 有 下 
面 的 不 等 式 成 立 : 


JP (ang? — (JP Ay?) > 0， 
IP (AEM g- IPP PF = g?) < 0. . 


定理 4.6.1 的 证 明 ”将 Qu 乘 方程 (4.6.27) 并 从 a 到 b 积分 , 应 用 分 部 积分 
和 边界 条 件 (4.6.29)~(4.6.31) 可 得 : 


b 
£ f u? (x, t)dz 


b b 
= -2f azzzdz + 2f fudr 
a a 


b b 
=-2/ (uuze 一 502) dz + 2f Judz 
1 2 1 2 á 
=2(uuss 一 z2) (a,t) — 2 (wuzs 一 5u2) (1) +2 | fudr 
a 
= (2 us — JP use uae — U2) (a, t) 
(3) (4), y2 I 
—(2uzzJ," tee — (Ji? Urz) )(b,t) +2 f fudz. 
a 
由 上 述 方程 对 t 积分 可 得 : 
b 
f (u2(z,t) — u3(2)) da = JP (QI Puz — JP? use) ze — u2) (a,t) 
a 
=I (2wa use — (JË/9u, )2)(b,t) 


+2 [ J jf(z,r)u(z,r)dzd7. 
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由 引 理 4.6.1 的 结果 可 得 : 


rk w (2, dde< Í ud(x)dax +2 [ f f(z,T)u(z, T)dzrdr 
< 人 Wear, ff f(a, Daars ff u?(x,7)dadr, 


应 用 Gronwall FÆR, 定理 4.6.1 RUE. . 
初 边 值 问题 (4.6.27)~(4.6.31) 的 数值 计算 和 快速 算法 可 参阅 论文 (Zheng, 
Wen and Han, 2008)。 


47 MR: 三 个 积分 公式 


引 理 4.7.1 ”下 面 三 个 积分 公式 成 立 


十 co R 
J. J, (a&)K,(b8)Sd£ = —— =a (aR) Kv (bR) 


te oR}, (4.7.1) 
[> Yotae se eae = ag [ranka On) 
~a¥,41(aR)K(OR)}, (4.7.2) 
三 w dJ,(er)Y,(¿R) 一 JAwWR)Y (wr) 4, _ _2 K,(r) 
b w+ J2(wR) + ¥2(0R) x KAR)’ 
0<R<r. (4.7.3) 


其 中 JL(x), Y,(z) X v 阶 第 一 类 和 第 二 类 Bessel MM, K(x) 为 v 阶 第 二 类 虚 
变量 Bessel 函数 , 实数 a > 0,b > 0, R > 0。v 为 实数 而 且 v > 0。 

证 明 

1. 由 书 (Gradstbteyn and Kyzlik, 1980, P.658 ) 中 的 公式 (6.521) 可 得 : 


[E senros 

= l TF (ag) (bE) EAE — F Ju(a£) K, (b£)EdE 

ú C'ar u ii (2) + aRl,n(aR)K,(bR) 
eg 


= = aba (aR)K (pR) — aJ, (aR)K,(b)). 
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公式 (4.7.1) KiE. 
2. 令 : 


+o 
n(= f Yaa) K (EE, 


Fa(R)= {oY (aR) Ken (0R) ~ ay (aR)K,(0R)}. 


对 F(R), Fo(R) 求 微 商 : 


dF, 
JR =—RY,(aR)K,(bR), 
dF, 1 


s= Bm {OY (aR) K+ aR) = aY (aR)K,(bR)) 
+Z p {abs a) Ky aR) + BY, (aR)K} (bR) 
~a?¥!, (aR) K,(bR) -ab (aR)K,(bR)} 


一 ert [RbY, (aR) + R?abY;/(aR)] K, i (bR) 
—[RaY,41(aR) + R2a2Y/ ,(aR)] K,(bR) 


—R2abY, +1 (aR) K! (bR) + R2b2Y,(aR)K', +1(6R)} 
应 用 递 推 公式 (Andrews, 1992, P. 278, P. 292): 


zY; (x) =2¥,-1(x) — uY,(z), 
zY; (z) =zY,(z) — (v + 1)Y +A (z), 
zKi(z)=uvK,(z)— zK,+4i(z), 
2K}, 4 (z)=—(u + 1)K,+i(z) — zK,(z), 
zY,-i(z) + zY,+4i(z) — 2uY,(z) = 0, 
可 得 : 
学- = —RY,(aR)K,(bR) = a pans 
并 且 ， 
aim, PLG) z plim,, a =; 
由 此 我 们 得 到 F(R) = F(R) , WAR (4.7.2) 获 证 。 
3. 由 Weber-Orr’s 公式 (Erdélyi, 1954, 4% II, P.74) 我 们 有 


° J,(wr)¥,(wR) — Js (wR)Y (wr) 
J= [ TR) + [YR 


wdw 
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+00 
x J [3,(&ə)Y (R) — Y, (€), (R)]e f(e)ae. (4.7.4) 


AR (4.7.4) 对 实数 和 满足 积分 Í ™ b FlO|de KKI FE) 成 立 。 在 7(6) 的 
0 

连续 点 上 E = r 上 公式 (4.7.4) 的 左 端 为 f(r) 若 SE) E E= r 上 不 连续 是 第 一 类 

间断 点 ， 则 (4.7.4) 的 左 端 为 HUG 一 0) + f(r +0)» 8 F(E) 为 : 


_ J K€) €2R, 
f() = { 0, <£ < R. (4.7.5) 


显然 , 对 由 公式 (4.7.5) 给 出 的 AO 满足 积分 人 ` al FEAE 收敛 的 条 件 。 
0 
由 积分 等 式 (4.7.1) MR (4.7.2) TÆ: 


+00 
J [Ju (Gw)¥, (wR) — Yo (Ew) Jy (WRES (EAE 


=vven |” (Sw) Ky (€)EdE — J,( emf Yu (fw) Ky (E)EdE 


= Yy (oR) [WRK (R) - wJ (eR)K, (R) 


-Al = I [y.eR)K, (R) - “Ye 3 (eR)K,(h)| 
= = | Y.(Ro)u aa wR) + J,.(RoB)Y, a (oR)| K, (R) 
= PY LD) -TRY K (R) 
=e RoR) =F hel. (4.7.6) 


倒数 第 二 个 等 式 用 了 JL (x), Y,(z) 的 Wronksian 行列 式 (Andrews, 1992, P.279)。 
将 (4.7.6) 代入 (4.7.4), 积分 等 式 (4.7.3) 获 证 。 " 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han and Zheng (2003,2005); Han and Zhang 
(2009), Han and Yin (2007); Zheng, Wen and Han (2008)。 其 他 相关 的 工作 可 参 
阅 Grote and Keller (1995, 2000); Hagstrom, Haraharan and Thompson (2003). 
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在 前 面 儿 章 中 我 们 讨论 的 边界 条 件 称 为 整体 边界 条 件 , 因为 边界 条 件 在 一 点 
的 值 依赖 于 函数 或 者 其 导数 在 整个 边界 上 的 值 。 在 用 有 限 元 或 者 有 限 差分 近似 
时 , 所 得 到 的 整体 刚度 矩阵 已 不 再 是 带 状 的 , 特别 对 于 发 展 方程 需要 存储 计算 时 
刻 以 前 的 所 有 数据 , 这 也 是 整体 边界 条 件 的 缺点 之 一 。 在 这 一 章 中 我 们 讨论 另外 
一 种 边界 条 件 : 局 部 边界 条 件 , 即 边界 条 件 在 一 点 的 值 只 依赖 于 函数 或 者 其 导数 
在 这 一 点 的 值 。 


5.1 二 维 Poisson 方程 外 问题 的 局 部 边界 条 件 
在 这 一 节 中 我 们 讨论 无 界 区 域 上 的 二 维 Poisson 方程 外 问题 的 局 部 边界 条 
件 , 近似 问题 的 有 限 元 解法 及 其 误差 估计 。 
5.1.1 ”人 工 边 界 Tr 上 的 局 部 边界 条 件 


BE fo C R? 为 一 个 有 界 开 区 域 , 其 边界 了 满足 Lipschitz 条 件 , N = R2N fD 
为 无 界 的 外 区 域 ， 其 边界 是 T. EIKER 上 考虑 下 面 的 二 维 Poisson 方程 的 
外 问题 : 


—Au= f(z), Vr € Q, (5.1.1) 
u|r = g(7), (5.1.2) 
4 |z| 一 oo 时 , u AF, (5.1.3) 


其 中 f(x) 和 g(x) 分 别 为 2 和 P 上 的 已 知 函 数 ， 并 且 f(z) 在 Q 上 的 支 集 是 
紧 的 ， 即 存在 Ro > 0 使 得 Supp{f(z)} C Bo 其 中 Bo = {z | |z| < Ro} 记 
To = (z | |z| = Ro}, To c Re 

引进 人 工 边界 Pa = (z | |z| = R}, R > Ros TR 将 8 分 割 为 有 界 区 域 N 和 
无 界 区 域 Q。。 问 题 (5.1.1)~(5.1.3) 的 解 在 Qe 上 满足 


—Au=0, Vr e€ @ (5.1.4) 
当 |z| 一 oc 时 , u AR. (5.1.5) 


在 第 1 章 中 我 们 已 经 得 到 问题 (5.1.4)~(5.1.5) 的 解 : 
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°° n 
u(r, @) = > + > (5) (an cosn0 + bn sin nð), R < r < co, (5.1.6) 
n=1 


和 
Ou(R,0) _ kad n í 
= =- 2 gn ha sinnó), (5.1.7) 
其 中 ， 
2x 
G= i u(R,0)cosn0d0, n= 0,1,2,- (5.1.8) 
0 
2x 
Ë= if u(R,0)sinn0d0, n=1,2,... (5.1.9) 
T Jo 
由 (5.1.6) 式 我 们 得 到 : 
02ku(R,0) _ <Š . 
— = Di (omcoand baal nd) (5.1.10) 


假设 问题 (5.1.4)~(5.1.5) 的 解 在 人 工 边 界 Tr 上 有 下 面 的 展开 式 : 


uc) o) _ -Ec kore a ee) D 


(5.1.11) 


其 中 ak, k = 1,2, , 为 待定 系数 。 将 (5.1.10) 代入 (5.1.11), 再 与 (5.1.7) 比较 
即 得 : 


> [- n+ Sna] (an cos né + bn sin n0) = 0. (5.1.12) 
n=1 k=1 
由 此 我 们 得 到 akk = 1,2,…… , 所 满足 的 方程 : 

Snax =n, n=1,2,.., (5.1.13) 


因此 (5.1.11) 即 为 问题 (5.1.1)~(5.1.3) 的 解 u(z) 在 人 工 边界 PR 上 所 满足 的 边 
界 条 件 。 在 实际 计算 中 我 们 取 前 N 项 作为 近似 ; 


alts 6) _ -45 1ta pu u( ih 0) = ayu (5.1.14) 


其 中 系数 ak = 1,2,…. ,N 为 ak 的 近似 , 满足 : 


N 
Y nah =n, n=1,2,---,N (5.1.15) 
k=1 
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当 N =1,2,……，,5 时 ,其 解 由 下 表 列 出 : 


ay of a af ağ 
Neri 1 
7 1 
Nak GG 
74 15 过 
N=3: 而 -而 
533 43 11 1 
N=4: 0 IM 360 “1008 
wes: 3881 24 N _ 13 1 
~°* 3780 643 1728 6048 25920 
由 此 我 们 得 到 下 面 的 近似 边界 条 件 : 
etn ðu(R, 0) _ 1 Ə2u(R,0) 
Or R 02 ' 


_ o. au(Rb) 1 7Ə2u(R.0) | 1d*u(R, 4) 
` ê RN6 802 6 064 $ 


Nag, ĈURO) _ 1 /7402u(R.0) ,15 0%u(R,0) 1 95u(R,g) 
PE “RR\6 ð "60 ð 60 ð 


Dr R 


N24: URO) _ 1 533 Ə2u(R, 0) | 3 Bau( 尽 ,9) 11 du 
四 ~ R\420 88 144 Ə04 360 


or R 


_1 Ou(R,0) 
1008 ð /’ 


Ou(R,0) 1 


Ni 


(R, 4) 
65 


3881Ə2u(R,0) , 214 9+u(R,0) | _71_dPu(R, 8) 


Nei: Ey = z (Se a teas 60 1728 


13 Ou(R,0) ， 1 Ə"u(R,0) 
6048 ð "25920 800 /' 


应 用 上 述 的 近似 边界 条 件 ， 我 们 可 以 将 问题 (5.1.1)~(5.1.3) 简化 为 有 界 


上 的 近似 边 值 问题 : 


—Au= f(z), Vz € 2, 


ulr = g(7), 


5.1.2 ”应 用 局 部 边界 条 件 的 有 限 元 近似 及 其 误差 估计 


O05 


KIR 2; 


(5.1.16) 
(5.1.17) 
(5.1.18) 


下 面 我 们 考虑 近似 边 值 问题 (5.1.16)~(5.1.18) 的 有 限 元 近似 及 其 误差 估计 


[Bao and Han, 2000]。 引 进 集合 和 空间 : 
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Hy(Q) = {v | v € H'(Qi),u|r = 9), 
Hy (A) = {v | ve H(M%),v|r = 0). 
则 问题 (5.1.1)~(5.1.3) 在 Q 上 的 等 价 变 分 形式 为 : 


Rue H(A), 使 
a(u,v) + b(u,v) = f(v), Vo € Hi), 


其 中 ， 
ooo= f Vu Vvdz, 
Ni 


° n sem pom 
b(u,v) = Dy = f Í cosn(0 — 0')u(R.0)u(R.0')d040', 
n=l 


e= f fvdz. 


再 引进 集合 和 空间 : 
Vy = {v | v€ H(A) vire € H” (Pr) vlr =g}, 
V. = {v | v € H(A), v|re € HN (Tr), vlr = 0}. 
则 近似 边 值 问题 (5.1.16)~(5.1.18) 的 等 价 变 分 形式 为 : 


Run € Vo, 使 
a(un,v) + bn(un,v) = f(v), W €V., 


其 中 ， 


bn(u,v)= K: vLyudr 


e 3”u(R, 0) Ə"ə(R.0) 
- f Ən  Əpn dð. 


HF u,v € V,, 将 ulra 展开 为 Fourier RH: 


u(R,@) = = + Ste cos n@ + bn sin nð), 


n=1 


(5.1.19) 


(5.1.20) 


(5.1.21) 


(5.1.22) 


其 中 (aa, n=0,1,2, +; bp, n = 1,2,-+-} 由 公式 (5.1.8) A (5.1.9) 给 出 。 类 似 


地 我 们 将 lr, EIA Fourier RR: 


v(R,0) = 2 + D (cn cosng + dn sinn0), 


(5.1.23) 
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其 中 ， 


2x 
t= iJ u(R,0)cosn0d0, n= 0,1,2,- , (5.1.24) 
1 aa 
y= af v(R,6)sinnéd@, n=1,2,---. (5.1.25) 
0 


将 (5.1.22) 和 (5.1.23) 代入 (5.1.21) 我 们 得 到 : 


(u,v) = 53 (Erra r)i (ancn + bndn) 


n=1 \k=1 


os 
=x oN (ancn + bndn). (5.1.26) 
n=l 


由 (5.1.26) 可 知 双 线 性 形式 by (u,v) 的 性 质 依赖 于 系数 oN 的 性 质 。 首 先 从 
(aN. N= 1,.… ,5} 的 表 中 可 知 , 当 上 为 奇数 时 , a 六 为 正 ， 当 大 ABA, aN 
为 负 。 对 于 N < 20, 我 们 可 以 直接 验证 上 述 性 质 都 是 正确 的 。 因 此 对 于 N < 20 
我 们 有 : 
N > 0; 
aN >0, 4 和 为 奇数 时 ; (5.1.27) 
aX <0, N 为 偶数 时 . 


由 此 我 们 得 到 下 面 的 引 理 ， 
引 理 5.1.1 41<N<20 为 奇数 , WA: 


N 
oN >n, Vn>1, lim 2 =a] > 0. (5.1.28) 


nm 一 co n2N 


车 1< NN < 20 为 偶数 , WA: 


N 
Yn RAKAN. oN < 0， 以 及 lim = =aN <0. (5.1.29) 


2. 


证 明 引进 IN 阶 多 项 式 : 


N 
a(t) = >> ag’ PF —t, (5.1.30) 

k=1 
则 对 1< NN < 20, (t) 为 2N 一 2 阶 偶 次 多 项 式 , yK (t) = 0 最 多 只 有 N — 1 
个 非 负 根 且 有 Y%(0) = 2af > 0。 因此 y(t) =0 最 多 只 有 NN 十 1 个 非 负 根 。 由 
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(5.1.15) BS t = 0,1,2,---,N 是 yn(t) = 0 的 根 。 因 此 对 于 1< N < 20 我 们 
有 : 


q(t) #0, Vt> N, lim wm) =a. (5.1.31) 
由 (5.1.27) 和 (5.1.31) BN (5.1.28) 和 (5.1.29). . 
由 引 理 5.1.1 可 得 : 
引 理 5.1.2 车 1< NN < 20 为 奇数 , WH: 
lbw(uo)| < CR luly, ralvlv ra Yiv € Ve, (5.1.32) 
lbv(v,v)| > CO lvl ra W € Ves (5.1.33) 
其 中 OD 和 CY 为 依赖 于 N 的 正常 数 。 中 


在 下 面 的 讨论 中 我 们 选取 正 整数 N 为 小 于 等 于 20 的 奇数 。 BEV! c V, 
A V c V, 是 两 个 有 限 维 子 空间 , 我 们 考虑 问题 (5.1.20) 的 近似 : 


Rukh e Vh, 4E 
{ aluh, vh) + bw (ul, oh) = flv"), Vut € VP. (5.1.34) 
对 于 双 线性 形式 b(wu,v) 和 by (u,v) 我 们 有 下 面 的 估计 : 
引 理 5.1.3 ”车 ue Vy 是 问题 (5.1.1)~(5.1.3) HIM, WA: 
N+1 
beso) bw < (1408) (BE) lwrn lr 
W € V.. (5.1.35) 
证 明 ”假设 u(Ro,0) 和 o(R.0) 有 下 面 的 展开 式 : 
u(Ro, 4) = "i + P(e cos nf + bn sin n0), (5.1.36) 
v(R, 6) = = + Lien cosng + dn sin n8). (5.1.37) 
由 于 u(r, 0) 在 区 域 {zx : |z| > Ro} 中 满足 Laplace 方程 , 我 们 得 到 : 
u(r,0) = P 1> y (ān cosn0 + bn sinnô), r > Ro. (5.1.38) 


$ r = RRNA: 


u(R, 0) = s + > (e) (Gn cosn0 + bn sin n8), (5.1.39) 
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因此 我 们 有 : 


|b(u, v) — by (u, v)| 


> 


> an —o%) ey" (Gncn + bndn) 


R 
FE) (awenl + Badal 


(lanenl + [Pndn|) 


5( 
a)" £ 


RANY oo 1/2 
<x(1+c?) a Ë > mee 


n=N+1 


eo 1/2 
` | >; (a+ 0) 


=N+1 


N+1 
<x(1+c%) 的 lul, rng Vlw, re: i 
结合 引 理 5.1.2 和 引 理 5.1.3 我 们 有 : 
定理 5.1.1 Bu 和 uh 分 别 是 问题 (5.1.19) 和 问题 (5.1.34) 的 解 。 若 
f e L(A) Bulrg, € HN (Cry) 则 有 下 面 的 误差 估计 ; 
h i Ro N+1 
huh). < Cx [et le-o + (2) Ma ， (6140) 
其 中 Cy 是 不 依赖 于 hh 和 R HRR MF o e Vi, lvl, 的 定义 为 : 
lell, = [lvl,a + lel, ra]. 


证 明 $e=u-uh, e =v —u, et =v" uy, WH (5.1.19) 和 (5.1.34) 
我 们 有 : 


a(e,v") + b(u,v") — by (uh, oh) =0, Von eve. (5.1.41) 
在 (5.1.41) #4 oh = eh, WA: 


min{1, CY} je” |? 
<a(e",e") + bs (eh, eh) 


=a(e",eh) + bx (e",eh) + bxN(u, eh) _ b(u, eh) 
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z Ro N+1 
<u (1 + cf) [iene + 的 unulelen] 


Ro N+1 
<a (1+0) [lett + (2) lr (5.1.42) 
此 我 们 有 : 
Ro N+1 
es < Cw hien. + (%) Ms , Vuh e VP. (5.1.43) 
由 (5.1.43) 及 三 角 不 等 式 即 得 (5.1.40)。 . 


3⁄ u € HP+1(0,), urr € HP+N(TRn). Urr € HN (Tr) 假设 插值 误差 由 下 
式 给 出 : 


ying, e= "||. < Cnt” lla sc, + llar] (5.1.44) 
结合 (5.1.40) 和 (5.1.43), 再 利用 Poincaré 不 等 式 ， 我 们 得 到 : 


llu = uilli a S Colu - ukli a 
<Coļu 一 uili a 
<Collu— uill, 
PRoNN+1 
<Cn [pes 十 |ulp+N,ra) + (3) lra ， 
(5.1.45) 


EP M% = {rE Q : |z| < Ro}, Co ERRIME h, RAN 的 常数 . 


5.2 =4#t Poisson 方程 外 问题 的 局 部 边界 条 件 


假设 TC R 是 一 分 片 光滑 的 闭 曲 面 ，2 是 以 P 为 边界 的 无 界 区 域 。 在 这 
一 节 中 , 我们 考虑 下 面 的 两 种 不 同 提 法 的 三 维 Poisson 方程 的 外 问题 (Han and 
Zheng, 1999): 


—Au= f(a), Vz € 2, 
(1) ulr = g(7), 
当 |r| 一 oo 时 ， 一 0 
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—Av= f(z), Vr e€ Q, 


lI ov ig = 
(H) J yas =o, Yp > Ri, 
Í |Vu|2dz < 00. 
R 
其 中 f(x) Ml g(x) 分 别 为 人 2 和 厂 上 的 已 知 函 数 , 并 且 f(z) ER 上 的 支 集 是 紧 的 ， 


即 存在 忆 , 使 得 Supp{f(z)} C fh = Q\.OF = (z ||z| > Ri}: T, = {x | |z| = phe 
在 无 界 区 域 2 E, 我 们 首先 引进 入 工 边界 : 


= {z | |z| = R}, 


其 中 R> R, 为 一 正 实数 。 人 工 边界 Pa 将 区 域 分 割 为 两 部 分 ， 无 界 区 域 
Ne = (z | |x| > R) 和 有 界 区 域 Q, = Q\2.. 有 界 区 域 2; 的 边界 为 80; = TER. 
下 面 我 们 分 别 讨论 问题 (1 ) 和 问题 (1) EKR Q. 上 的 解 ,以 求 出 解 u(z) 在 人 
工 边界 TR 上 应 满足 的 局 部 边界 条 件 。 

5.2.1 问题 ( 1 ) 在 人 工 边界 Pa 上 的 局 部 边界 条 件 


我 们 考虑 问题 (1 ) EKR OF 上 的 限制 : 


—Au=0, Vre 2, (5.2.1) 
4 |z| — oo 时 , u 一 0. (5.2.2) 


在 球 坐标 下 问题 (5.2.1)~(5.2.2) 的 解 有 下 面 的 级 数 展开 式 : 


u(r, gp) 一 > Aai TÈ Pi" (cos 9)((dnm cos my +bnm sin my) | , 


m=0 


(5.2.3) 


其 中 P(t) E n Br Legendre 多 项 式 : 


1 dn(tz — 1)" 


0 
Pal) = 2nnl dt" ` 


Pm(t) 是 Legendre 函数 : 


Pre = ü - P)? 


me 
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系数 anm 和 bam 由 下 式 给 出 : 


Onm = SH A u(x) P7 (cos 8) cos mpds (5.2.4) 
bam = a I. u(x) P7” (cos 8) sin meds (5.2.5) 
而 Nam 则 由 下 式 给 出 : 
_ 2zxó,,(n + m)! 
Nam (2n + 1)(n — m)! (5:2:6) 
2, m=0, 
m = 5.2.7, 
{ 1, m0. ( ) 
定义 微分 算 子 : 
| 1 6 
L= an 06 (sina 5.) + Hn Oe" (5.2.8) 
在 区 域 Qf 上 由 Au = 0 我 们 得 到 : 
Pu 2du 
—Lu = r2 (里 十 2m) Vr 2 R, (5.2.9) 
对 于 正 整数 上 ， 简 单 计算 可 得 : 
(=1) Lu -Dl (n+1)* (ey 
ë > P™ (cos @)(dnm cos m + bam sin my), 
m=0 
AA: 
1 n+ 
Bobet) 
. > P; m(cosb)(anm Cos mp + bnm Sin mg). 
m=0 
对 于 任意 非 负 整数 N 和 实数 [aN ay... aN}. 在 Pa RANA: 
- 5 2y 一 这 1 of! L'u = -2a 一 Et = 1 Sod thu 
k=1 


ee n 


= = A, npa 5; PPm(cosb)(anm cos mç + bnm sin my), 
m=0 
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其 中 ， 
N 
An =n— Souk (n +1)a], n=1,2,--- 


k=1 


取 {aN aN .--- aN} 为 下 面 的 代数 方程 组 的 解 : 


N 
nk(n+1)kaY =n, n=1,2,---,N, (5.2.10) 
k=1 
则 在 Pa 上 : 
Ou 1 Le k 
-a Re RL 1)kaA Lu 
pnt <" I 
= A, =s Ree > P™ (cos0)(anm cos mọ + bnm sin my) 
n=N+1 m=0 
R. N+3 
-0(%) . (5.2.11) 


对 于 任意 正 整数 N, 代数 方程 组 (5.2.10) 存在 唯一 解 {aN a, aN}, 4N = 
1,2,… ,5 时 , 其 解 由 下 表 列 出 : 


að ad a3 a aN 
1 

N=1: = 
2 
7 1 

N= — =i 

4 12 24 

37 23 1 

N=3: 一 一 一 一 一 一 
60 360 360 
532 0 5 

N=4 533 779 53 i 
840 10080 10080 8064 

Nes, 127 _ 4343 1637 101 1 


2520 50400 226800 — 362880 259200 


从 上 面 表 中 可 以 看 出 当 N 为 奇数 时 , aN > 0, 事实 上 对 N < 20, 当 六 为 
奇数 时 可 直接 验证 ON > 0. 在 后 面 的 理论 分 析 中 我 们 将 假设 aN > 0, 我 们 仅 讨 


论 N(N < 20) 为 奇数 的 情况 。 由 (5.2.11) 式 我 们 得 到 在 TR 上 的 一 系列 局 部 人 
工 边界 条 件 : 


m 
TER T Y (-D*a L'u, (5.2.12) 
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当 = 0,1,2,… ,5 时 ,局 部 人 工 边界 条 件 为 : 
ðu 1 


N=0: Fn + F 0 

N= 14 yius solu 

N=2: my tus nl + apt Lu 

eee = 2 R’ = on™ = sane = sone 

N mt a H R" = sont" + amet Toont" 

$ L'u 

8064R 

N =5: 9 * R" = 208!" sae! * oR 
eRT" + zn?" 


应 用 上 述 局 部 人 工 边 界 条 件 可 将 边 值 问题 (1 ) 简化 为 有 界 区 域 O 上 的 近 
似 边 值 问题 : 


—AuN = f(z), Vz € %, (5.2.13) 
uN|r = g(2), (5.2.14) 
ƏN 1 1 
aun } all = -工人 (_Dkaw thu, (6.2.15) 
| Ən Tr R > k 


为 讨论 边 值 问题 (5.2.13)~(5.2.15) 的 等 价 变 分 问题 , 引进 下 面 的 集合 和 空间 : 


= {w | we H(A), wlr = g), 
iat atoll: (A), wlr = 0), 
N = {w | we H! (A), w|re € HN(TR))}, 
Wy = (u | we W, wir = g), 
Wi = {w | u EW, wir = 0}, 


这 里 H1(Q,), HN (Cp) 分 别 是 定义 于 Q, 和 TR 上 的 Sobolev 空间 。 由 此 可 得 边 
值 问题 (5.2.13)~(5.2.15) 的 等 价 变 分 问题 : 


K 


a(uN,u) + bn(u%,w) = f(w), Vu € we, (6.216) 
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其 中 ， 


a(u,w) = | Vu + Vwdz, 
Mi 


N 
1 
by(u, w) = z. u + uds + DL L**u s Lk*wds, 
bad k=1 


TR 


Lt 当 k=21 
Li = a1a 
ee l E = 
(ba) “k= 2+1. 


对 于 双 线 性 形式 afu, w), 显然 有 : 
引 理 5.2.1 ”存在 常数 Mi >0, a > 0, 使 得 


2 2 
aillvlli,g, S alw, w) < Millwlli a, Vw € we. a 


假设 对 于 给 定 的 we Ww, 其 在 球面 TR 上 有 如 下 的 展开 式 : 


Š 


n 
Laer m (cos 8)(€nm cos mç + fnm sin mç) (5.2.17) 


则 对 于 双 线 性 形式 by (w,w), RIA: 


引 理 5.2.2 by(u,w) 是 WN 上 的 有 界 双 线性 形式 , B3 N > 0, ay > 0， 
则 存在 常数 c > 0 和 常数 By > 0 使 得 : 


lbn (u, w)| < ellull.. y o lela... 


by(w,w) > Brull? vera? Vu € W”, 
其 中 ， 
1/2 
luw|。wra = 区 n+DY Nam (Eam + +.) ， 
1/2 
lwll nre = (lolka, + lel wra) - 
EA 设 wz) CW 在 球面 Ir 上 有 如 下 展开 式 : 


u(x) = 》 > Pr (cos 8) (cam cos me + dnm sin my) (5.2.18) 


n=0m=0 
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则 : 
lbn (u, w)| 


°° N n 
sins (: Ting ntar’) D AT E T, 
n=0 k=l 


m=0 


° a 
SMNRY (1+ 2% (n+ 1)¥) >》 N2,,(|lesmenm| + [dnm fnml) 
n=0 m=0 


<Mn (luar, + lwra) (lwl。o,ra + lwla N, rn) 
<Cy|lull, y. o, lela. (5.2.19) 


即 by (u,w) 是 WN 上 的 有 界 双 线性 形式 ， 其 中 Cw 是 不 依赖 于 uN Aw 的 常 
数 ， MA > 1 使 得 


Kin + 1l)kaN| < Myn%(n+1)%, Vn=1,2,.... 
k 


下 面 我 们 证 明 by (u,w) 的 强制 性 。 当 N = 0 Bf: 
bo(w, w) = RY s Naim Chm + f2m) = lwl? o, rk: 
n=0m=0 
"4 N > 0 Bf, +: x 
Pon(z) = > afat (a +1)" — z, 


k=1 
W Pon (ax) 是 一 个 2N 阶 多 项 式 。 由 于 (aN ad,--- aN} Æ (5.2.10) 的 解 ， 故 
有 : 
Pan(n) = 0, Vn =0,1,--- , N, 
即 (0.1... N) 是 Bn(z) 的 N + 1 个 非 负 实 根 。 我 们 再 用 反 证 法 来 证 明 在 
(N, +00) 上 P;v (z) ya 假设 z > N 是 Poy (x) 在 (N. +00) 上 的 一 个 实 


根 ， 则 由 罗 尔 定理 可 知 了 2 S£ v(a) 有 N 个 正 实 根 


0<zi<z<…<zN， 


d2 a 
ag Pan (x)= ek De zk-2(z + 1)*-2 4.2k(2k 一 1)zk-1(z + 1)*-1], 
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因此 我 们 有 : 


Z Ple j= asta —1)=0,i=1,2,---,N, 
Z Pawla) 有 2N 个 实 根 ， Be S Pwl) 是 2N — 2 阶 多 项 式 矛 盾 。 因 此 由 
aÑ x 0 即 知 存在 常数 Bw > 0 使 得 


1+n+ Poy(n) 2 Bnn” (n +1)", Vn = 0,1,2,--. . 
最 后 我 们 得 到 : 


by(w, w) = aya +n+ Pan(n)) > Nim (enmi + frm) 


> oR n(n +i > Naim (Crm + frm) 


m=0 


re nra vw € HN (PR) n 


由 引 理 5.2.1 和 引 理 5.2.2 即 得 : 

定理 5.2.1 ”假设 aN > 0, 则 对 给 定 的 ge H1/2(P) #l f e H-1(0,) 变 分 
问题 (5.2.16) 存在 唯一 解 。 . 

下 面 的 定理 给 出 近似 边 值 问题 (5.2.16) 的 解 uN (a) 和 问题 (1) 的 解 u(z) 
之 间 的 误差 估计 。 

定理 5.2.2 ”假设 u(x) 和 uN(z) 分 别 是 问题 (1) 和 变 分 问题 (5.2.16) 的 
M, 则 当 aN > 0 时 , 我 们 有 如 下 的 误差 估计 : 


M. +1) 2N+3 
ju- unlia + Bs |u— uN |? wr < ger (#) lul? wary: (5.2.20) 


其 中 常数 By 和 My 与 引 理 5.2.1 和 引 理 5.2.2 中 的 相同 。 
证 明 ”假设 u(x) 是 问题 (1) 的 解 。 限 制 在 Q, 上 u(x) 满足 下 面 的 变 分 问 
题 : 


{ Rue Wo, 使 (5.2.21) 


a(u,w) + b(u,w) = f(w), Vw € Wo, 


其 中 双 线 性 形式 blu, w) 由 下 式 定义 : 
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假设 w(x) 由 (5.2.17) 给 出 ,再 假设 u(x) 在 OF 上 由 下 面 的 级 数 给 出 : 


o0 R n+l n 
u(r,0,p)= > (=) [= P™ (cos 8) (anm cos myp+bnm sin mo) A 
n=0 


m=0 
则 : 
= RAHE 
u(R, 4,9) = > 的 [= Py" (cos 9) (anm cos mp+t bam sin mo) 
n=0 m=0 
= > 5 Pm(cosb)(cnm cos mg + dnm sin mo) g 
n=0 Lm=0 
我 们 可 得 : 


° n 
blu,w) = R (1 +n) X Nan (cnmenm + dnm fnm). 
0 


m=0 


令 Esx(z) = u(x) — u" (x), 则 由 (5.2.16) 和 (5.2.19) 我 们 得 到 : 
a(En, w) + bw(En,w) = by(u, w) — b(u,w), Yw € WF. 
f Eshu = Es, 由 引 理 5.2.1 和 引 理 5.2.2 即 得 : 


IEwl? a, + BN|ENl? N, ra Sa(EN, En) + bw (En, Ew) 
=bw(u, En) — b(u, Ew). (5.2.22) 


另 一 方面 我 们 有 : 


[b(u, w) — by (u, w)| 


o0 N n 
RIE ( nk(n + 1) — n) D Nain (Camenm + dnmfam) 


n=N+1 \k=1 m=0 


<(My +1)R 5 nN(n + 1)N s Nam(lenmenm| + |dnmfnml) 


n=N+1 =0 
oo n 1/2 
<(My +1)R | D eX (n+ > Nan(cmt+ itm) 
n=N+1 m=0 


se x 1/2 
. | y nN(n +1)N 5; Nz, (eñ 十 | 


=N+1 m=0 


oo Ry 2(n+1) n 1⁄2 
<(y +R D nn” 的 È Mintan tiin] 
m=0 


n=N+1 
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m ii 1/2 
° | D nt > Malen + fa) 
m=0 


n=N+1 


RINN+3/2 oo n 1/2 
<(My+1) 的 Ë 5; nat)" AR, Bn) 


n=N+1 m=0 


oo n 1/2 
. [e >] HH D Nan (Chm + fa 
m=0 


n=N+1 
R. N+3/2 
<(My +1) (2) Jul. vir, ll N, ra (5.2.23) 
令 u= Ey, MẸ: 
BN|ENl? wra <bN(u, En) — blu, Ew) 


Ri NN+3/2 
<(My +1) (B) lwnlEslnr 


因此 有 : 
M 1 R N+3/2 
Ewla sine < Š = ) (#) wm (5.2.24) 
最 后 , 在 (5.2.23) 中 令 w = Ey, H (5.2.22), (5.2.23) 和 (5.2.24) 式 即 得 定理 
结果 。 . 
5.2.2 ”问题 (1) 在 人 工 边界 Pa 上 的 局 部 边界 条 件 
我 们 考虑 问题 (1) 的 解 o 在 区 域 Or 上 的 限制 , 在 球 坐 标 下 : 
—Av=0, Vre 2, (5.2.25) 
J. Zis =0, Yp> R, (5.2.26) 
f |Vs|2dz < oo. (5.2.27) 
ng 


问题 (5.2.25)~(5.2.27) 的 解 有 下 面 的 级 数 展开 式 [Oleinik, 1987]: 
oo n+l 
iama P: [8 
n=1 


n 
. [= P™ (cos 9)(anm cosmy + bnm sinmy)| , (5.2.28) 
=0 
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其 中 ， 


1 
== Epa 0 ds, 5.2.29 
Gam. N: Í v(x) Pr (cos 8) cos mds. ( ) 


1 m š 
D= NE I. v(x) Pr (cos @) sin myds, (5.2.30) 


而 Nam 则 由 (5.2.6) REX. H (5.2.28) 得 到 : 
av 1 Ra Nt 
spama) 
. [= Pi" (cos @)(Anm cos my + bnm sin mọ) | . (5.2.31) 


m=0 


类 似 于 5.2.1 中 的 计算 , 在 Tr ERIA: 


æ_ 1 ` (-1)E8N L*v = -2 N > 1)*BN Ley 
On Pi # or 
RH n 
= Bs Reve > PZ (cos 9)(@nm cos my + bnm sin mç), 
n=1 


其 中 工 的 定义 与 (5.2.8) 相同 ，B 由 下 式 定义 : 


N 
B,=1+n- n(n+1 BN, n=1,2,.…. 
k=1 


取 (BN, BN,» ,BN} 为 下 面 代数 方程 组 的 解 ， 


N 
y nt(n+ oY =n+1, n=1,2,... ,N, (5.2.32) 
k=1 


则 在 Pa 上 : 


av 12 二 
el) BN Lo 
k=1 


2 RH 所 


= 1 Bn pra Rea > Pm(cosb)(anm cos my + bnm sin me) 


ye (5.2.33) 


lI 
° 
k 
a> 
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对 于 任意 正 整 数 N, 代数 方程 组 (5.2.32) 存在 唯一 解 (eN BN,… ,BN}, 当 N= 
1,2,…: ,5 时 , 其 解 由 下 表 列 出 : 
BY py py By By 
N=1: 1 
5 1 
i 
41 73 7 
N=3: 3 -30 720 
Nea. A 2557 193 19 
~ 168 10080 10080 40320 
Nes, 3727 _ 4859 1241 _ 79 1 
=°: 2520 16800 453600 72576 64800 
由 (5.2.33) 式 我 们 得 到 在 Tr 上 的 一 系列 局 部 近似 边界 条 件 : 
Ov ix k aN rk 
m E DO -IB Lv. (5.2.34) 
k=1 
当 N = 0,1,2,… ,5 时 , 局 部 近似 边界 条 件 为 : 
Ov 
N=0: 5 =0, 
Ov 1 
N=1: a Rl” 
ao: X b wyr 
N=2: On IRP TERY” 
_ 4, bu _ 41 3: 6 m: 
N=3: Jn” 300R” t 360R” "+ TOR” ” 
Ov 241 2557 ,2 193 3 19 4 
N=4: 5 = 168RÍ t iooson” "+ ioosor” + 4039087 ” 
eu 3727 4859  _ 12241 3 79 a 
N=5: Bn = 2520RÍ + 16800R! "+ 453600R7 "+ TÆR” ” 
1 5, 
二 6800R "` 
应 用 上 述 局 部 人 工 边 界 条 件 可 将 边 值 问题 (1) 简化 为 有 界 区 域 O, 上 的 近 
似 边 值 问题 : 
—Av™ = f(z), Yz EM, (5.2.35) 
v™|r = g(a), (6.2.36) 
uN 1. 
— | =-= $ Ci (5.2.37) 
On |r, RŽ ° 
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边 值 问题 (5.2.35)~(5.2.37) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


# N e WAK, 使 
[ a(o", u) + bs (oN ,u) = f(w), Vu € W, (5.2.38) 
其 中 ， 


a(v,w) = 人 Vv - Vwdz, 


(v,w) = py 人 L**v - Lr*wds. 


类 似 于 引 理 5.2.2 和 定理 5.2.3, RANA: 
引 理 5.2.3 by(v,w) 是 WN 上 的 有 界 双 线性 形式 : 


lon(v,w)| < Trl. y r ||, Nra: Vow € WN(TR), 
其 中 Ty > 0 是 一 常数 。 若 N > 0 B. BN > 0, 则 存在 常数 yn > 0 使 得 : 
bn (ww) > yn ll wre Yw € WN(TR). n 
以 及 
定理 5.2.3 ”假设 BN > 0, 则 对 给 定 的 ge HYT) A f EHA) 变 分 


问题 (5.2.38) 存在 唯一 解 . . 
假设 v(z) 是 问题 (11) 的 解 。 限 制 在 OQ, 上 o(z) 满足 下 面 的 变 分 问题 : 


下 


(5.2.39) 
a(v,w) +b(v, w) = f(w), Yw € Wo, 


其 中 双 线性 形式 b(v, w) 由 下 式 定 义 : 
b(v, w) = af Zt ds, 
假设 w(x) 在 Fa 上 有 展开 式 (5.2.17), 再 假设 v(z) 在 Q£ 上 由 下 面 的 级 数 给 出 : 
u(r, 0, p) =coo + > (=) 
n=1 


. P P™ (cos0)(cnm cos mg + dnm sin oj i 


m=0 


n+l 
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n+l 


v(R, 8, p) = coo + È (2) 


n 
. [= Pi" (cos @)(Cnm cos my + dnm sin mo) 


m=0 


oo fn 
=a + > (= P (cos 0)(a,, cos mp + bnm sin mo) ý 


n=1 \m=0 
则 有 ` a 
b(v, w) =R (+n) > Nan (anmenm + bnm fnm). 
n=0 m=0 

下 面 的 定理 给 出 近似 边 值 问题 (5.2.38) 的 解 vx(z) 和 问题 (1) 的 解 v(z) 之 间 
的 误差 估计 , 其 证 明 与 定理 5.2.4 类 似 : 

定理 5.2.4 i vlz) A v(a) 分 别 是 问题 (1) 和 变 分 问题 (5.2.38) 的 
解 , 则 当 BN > 0 时 , 我 们 有 如 下 的 误差 估计 : 


2 2N+3 
Jeo trl nrs E(B) Miun n 

由 于 未 知 函数 的 高 阶 导数 出 现在 局 部 人 工 边界 条 件 中 , 这 给 在 有 界 计 算 区 域 
f, 上 近似 变 分 问题 (5.1.20), (5.2.16) 和 (5.2.38) 的 实际 计算 带 来 了 新 的 本 质 性 
困难 , 即 如 何 构造 上 述 变 分 问题 的 有 限 元 子 空间 ? Givoli and Keller (1994) 给 出 
了 一 类 特殊 的 单元 克服 这 个 困难 。Han and Zheng (2002-A, 2002-B) 提出 引进 新 
的 变量 , 应 用 混合 有 限 元 方法 克服 这 个 困难 , 并 且 得 到 了 问题 (5.2.16) 和 (5.2.38) 
的 混合 变 分 公式 和 混合 有 限 元 近似 解 的 误差 分 析 。 


5.3 “无界 区 域 上 的 波动 方程 初 值 问 题 的 局 部 边界 条 件 


在 这 一 节 中 , 我 们 考虑 无 界 区 域 上 高 维 波动 方程 初 值 问题 的 局 部 边界 条 件 。 

对 于 一 维 波动 方程 的 初 值 问 题 : 
Pu 28u 

Oe” Dr 

ult=0 = Yo(x). uli=0 = p1 (T), Vz € RI, (5.3.2) 


= f(z,t), Vr e R), te (0,7), (5.3.1) 


其 中 a > 0 表示 声速 , 未 知 函 数 u(z,t) 表示 压力 , pols), v1 (x), f(x, t) 为 已 知 函 
数 , f(a, t) 的 支 集 Supp{ f(x. t)} c [0.1] x [0, T]; 初始 函数 oo (z). 21 (z) 的 支 集 
Supp{ po(7)} c [0,1], Supp{yi(x)} C [0,1]. 
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引进 人 工 边 界 : 
= {2,0 “=1, o<t<Th, 
m={( dz=0,0<t<T}. 


在 4.1 节 中 已 经 讨论 过 问题 (5.3.1)~(5.3.2) MALWARE, 我们 在 人 工 边界 
Xi, Xo 上 得 到 了 (5.3.1)~(5.3.2) 的 解 u 上 所 满足 的 边界 条 件 : 


=0, (5.3.3) 


方程 (5.3.3) AA u EATUR D 上 所 满足 的 准确 人 工 边 界 条 件 ， 同 时 它 是 局 
部 人 工 边界 条 件 。 类 似 地 , 我 们 可 得 到 解 4 在 人 工 边界 Do 上 所 满足 的 准确 人 工 


边界 条 件 : 
(# = oe) 7 (5.3.4) 
下 面 考虑 的 二 维 波 动 方程 的 初 值 问题 : 
Zua (器 + 器) =f(x1,22,t), V(zi,zə) CR2, te[0,oo), (5.3.5) 
u|i=o = po(z1, 12), ui|e=o = pi(z — 1,22), V(z, zə) € R, (5.3.6) 


其 中 f(z1, 22,t) 的 支 集 Supp{ f(ax1, x2, t)} C [0,1] x [0,1] x [0, oc), 
我 们 考虑 尺 在 人 工 边 界 


Sye {(x1,22,1)| mi = 1, —oo < zə < +00, 0 < t < oo} (5.3.7) 
上 所 满足 的 边界 条 件 。 假 设 初始 函数 yo (21,22), 91(21, 22) 的 支 集 
Supp{ polz1, 22)} C [0,1] x [0,1], Supp{ pi(z1,22)} [0,1] x [0,1]. 


考虑 初 值 问题 (5.3.5)~(5.3.6) 的 解 在 区 域 D, = [1,+00) x (—00,+00) x 
[0, 00) 上 的 限制 , u(zi,z2,t) WE: 


u fu, Pu 
as (器 + 52) =0, V(z1,z2,t) € Di, (5.3.8) 
ulr, = u(1, 22, t) = gı (z2, t), (22, t) € (—00, +00) x [0, oo), (5.3.9) 


ult=0 = 0，ui|t=o = 0, z: 2 1. (5.3.10) 
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将 以 零 延 拓 到 区 域 [1,+oo) x (一 co, 二 oo) x (—00, 0] E, 对 方程 (5.3.8) 进行 变 
Æ (x2, t) 的 Fourier 变换 , 我 们 得 到 : 


本 Pa 
-wù — Oe +a = 0, (5.3.11) 
其 中 ， 
co poo I 
û(zı m,w) =| J u(x, £2, the i(nza+et)drdt, (5.3.12) 
-%0 J—co 
方程 (5.3.11) 的 一 般 解 为 : 


iw [1 eu. 
= er (5.3.13) 


ðù iw a 
B+- gr ene (5.3.14) 


令 z=a 7? /w?, 则 由 Pade 逼近 我 们 得 到 : 


其 右 行 波 解 满足 方程 : 


N 
vi-ze1- bez (5.3.15) 


1 一 akz” 
k=1 k 


其 中 ， 


= cos” in bk = 2 sin? = 
eS OR ON)” S= ON ET 2N+1)’ 


k=1,2,---,N. (5.3.16) 
将 方程 (5.3.15) 代入 方程 (5.3.14) 得 到 : 
Ou iw. iw N ben? _ 
Sm a a > at at =O (5.3.17) 
2: 
; m I 
$k = at ae (6.3.18) 
则 有 : 
Oa io 


Or, a 


£ N 
w s: 

— + —ü— = bkók = 0. (5.3.19) 
s k=1 
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取 Fourier 逆 变换 即 得 : 


ðu 1 Ou 9ó% _ 
tus Lyne (5.3.20) 


由 方程 (5.3.18) I Fourier 道 变换 可 得 ók 所 满足 的 方程 : 


-25 =0, k=1,2,.……,N. (5.3.21) 
2 


方程 (5.3.20) 和 (5.3.21) 即 为 解 u 在 人 工 边界 Xia 上 所 满足 的 高 阶 局 部 条 件 人 
工 边界 条 件 。 进 一 步 引进 下 面 的 人 工 边界 : 


Do={ (e172,t)| m = 0, —o0 < zz < +00, 0 < t < oo} (5.3.22) 
D1= {(x1,22,0) TZ2 = 1, —oo < mi < 十 co, 0 < t < oc} (5.3.23) 
D0= {1720)| zə = 0, —oo < zı < +00, 0 < t < oo} (5.3.24) 


通过 同样 的 分 析 可 分 别 在 上 面 人 工 边界 Vio Der, Voo 上 得 到 类 似 的 高 阶 局 部 
条 件 人 工 边界 条 件 ， 则 可 将 原 问 题 (5.3.5)~(5.3.6) 简化 到 有 界 计算 区 域 Di = 
(0, 1] x [0, 1] x (0,00) 上 进行 数值 计算 。 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han and Wu (1985-A); Bao and Han (2000); 
Han and Zheng (1999); Engquist and Majda (1977); Collino (1993); Alpert, 
Greengard and Hagstrom (2002); Givoli (2004)。 读 者 可 进一步 参阅 上 述 文献 中 
的 数值 计算 例子 。 其 他 的 相关 工作 可 参阅 论文 : Bao and Han (1997); Han and 
Zheng (2002-A, 2002-B); Givoli and Keller (1994). 
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在 前 5 章 中 ,我 们 集中 讨论 了 无 界 区 域 上 偏 微分 方程 的 解 在 人 工 边界 上 的 
整体 人 工 边界 条 件 和 局 部 人 工 边 界 条件 的 构造 , 应 用 分 析 的 方法 和 技巧 找 出 偏 微 
分 方程 在 特定 无 界 区 域 上 解 的 公式 , 然后 构造 出 整体 人 工 边界 条 件 和 局 部 人 工 边 
界 条 件 。 由 于 所 用 方法 的 局 限 性 , 我 们 所 讨论 分 析 的 问题 受到 不 少 限制 : 第 一 是 
对 人 工 边界 形状 的 限制 , 在 前 几 章 讨论 的 问题 中 要 求人 工 边界 的 形状 比较 规则 ， 
例如 对 二 维 问题 选取 人 工 边界 为 一 个 圆周 (外 问题 ) 或 直线 段 (无 限 长 带 状 区 域 )， 
对 三 维 外 问题 选取 人 工 边界 为 一 个 球面 ; 第 二 是 对 偏 微 分 方程 的 限制 , 要 求 偏 微 
分 方程 在 人 工 边界 的 外 部 区 域 为 常 系数 偏 微分 方程 。 这 两 个 限制 缩小 了 人 工 边界 
方法 所 能 解决 问题 的 范围 , 使 用 起 来 也 不 够 方便 。 在 本 章 中 我 们 将 使 用 数值 方法 
来 构造 人 工 边界 条 件 , 部 分 地 克服 上 述 限制 , 我 们 称 这 类 人 工 边界 条 件 为 离散 人 
工 边 界 条 件 。 下 面 通 过 具体 的 问题 引进 和 分 析 离 散人 工 边 界 条 件 以 及 它们 在 无 界 
区 域 上 偏 微 分 方程 数值 解 中 的 应 用 。 


6.1 二 维 Poisson 方程 外 问题 在 任意 多 边 形 
人 工 边界 上 的 边界 条 件 一 一 线 法 


事实 上 人 们 一 直 在 寻找 克服 对 人 工 边界 形状 限制 的 方法 , 例如 Benporat and 
Givoli (1995) 和 Wu and Yu (2000) 应 用 保 角 变换 方法 给 出 了 二 维 Laplace 方 
程 外 问题 在 椭圆 形状 人 工 边界 上 的 整体 边界 条 件 。 Huang and Yu (2006) 研究 三 
维 Laplace 方程 外 问题 在 椭 球 面 上 的 整体 人 工 边界 条 件 。Han and Bao (1999), 
Bao and Han (1999), Han and Huang (2001-A, 2001-B) 应 用 线 法 (The Method 
of Lines) 对 二 维 Poisson 方程 外 问题 ， 弹 性 地 基 问 题 及 复合 材料 应 力 强度 因子 
的 计算 等 问题 在 任意 多 边 形 人 工 边界 上 构造 出 了 高 精度 的 离散 人 工 边界 条 件 。 线 
法 (Xanthis and Schwab 1991) 是 求解 偏 微 方 程 的 一 种 半 离 散 方法 ， 在 上 述 论文 
中 将 其 应 用 于 无 界 区域 上 偏 微 方程 的 数值 解 。 在 这 一 节 中 我 们 以 二 维 Poisson 方 
程 外 问题 为 例 , 讨论 克服 对 人 工 边界 形状 限制 的 线 法 , 详细 介绍 如 何 应 用 线 法 在 
多 边 形 人 工 边界 上 构造 离散 人 工 边界 条 件 。 
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6.1.1 ”多边 形 人 工 边界 上 的 离散 人 工 边界 条 件 
我 们 再 一 次 讨论 二 维 Poisson 方程 外 问题 (1 ) 的 数值 近似 解 : 


—Au= f(z), Vr € Q, (6.1.1) 
u|r = g(z), (6.1.2) 
uti Ft, 当 |z| 一 oo, (6.1.3) 


其 中 外 区 域 Q, 已 知 函 数 f(z),g(z) 满足 1.1 节 中 给 出 的 条 件 。 引 进 多 边 形 人 工 
WAT. € Q, T, 将 分割 为 有 界 区 域 2; 和 无 界 区 域 Q. = QN, (BLR 6-1). 使 
Supp{f(x)} C Qo ATIWH De TJ HAA ba 42 H: 


r=e(0), O< 0 < 2x. (6.1.4) 


图 6-1 


如 果 我 们 在 T. 上 找 出 了 原 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 的 解 满 足 的 边界 条 件 ， 则 可 
将 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 简化 为 在 有 界 区 域 OQ, 上 进行 数值 计算 。 我 们 考虑 问题 
(6.1.1)~(6.1.3) 的 解 u 在 区 域 O, 上 的 限制 , u 满足 : 


Au=0, Vr E 2. (6.1.5) 
ulr, = u(e(0).0) = uo(9), (6.1.6) 
u 有 界 , 当 |z| 一 cc Bf, (6.1.7) 


其 中 ulr, 是 未 知 的 , 问题 (6.1.5)~(6.1.7) 不 能 独立 地 求解 。 
从 偏 微分 方程 的 理论 (Gilbarg and Trudinger, 1977) 可 知 对 给 定 的 ulr, € 
H? (Te), 问题 (6.1.5)~(6.1.7) 存在 唯一 解 ,而且 
Ou 


= H~? (Te). 
Ənlr. Š “(Te) 


由 此 对 Laplace AUR u 在 人 工 边界 上 可 以 得 到 Steklov-Poincare 映射 ; 
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S: Hè(T.) > H-š(T.), 


即 : 
ðu 


nlr. 

Steklov-Poincare 映射 (6.1.8) 就 是 原 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 的 解 u 在 多 边 形 

ATUR Te 上 满足 的 准确 边界 条 件 。 应 用 (6.1.8) 可 将 原 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 等 
价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 O, 上 的 边 值 问题 : 


= S(ulr,). (6.1.8) 


—Au= f(x), Vr € 2, (6.1.9) 
ulr = g(z). (6.1.10) 
a 

= n = Sllr.) (6.1.11) 


但 是 我 们 不 能 直接 用 数值 方法 求解 边 值 问题 (6.1.9)~(6.1.11)， 原 因 是 我 们 只 知 
iff Stoklov-Poincare WFP (6.1.8) 存在 , 没有 得 到 它 的 表达 式 , 即 对 人 工 边界 T. 
上 已 知 的 ulr 不 知道 如 何 计算 S(ulr,)- 

我 们 从 问题 (6.1.5)~(6.1.7) HR. 对 于 已 知 的 wlr, 讨论 如 何 计 算 S(ulr,)。 
假设 人 工 边界 r. 是 一 个 凸 多 边 形 的 边界 , 有 一 1 个 顶点 {a = (xir), i= 
1,2,… n — 1), 并 且 ， 


a, = Ricos0;, x} = Risin Gi, 


其 中 0; < Giga, i= 1,2,…… 忆 一 2。 不 妨 设 O = 0, 进一步 以 a, 表示 同一 点 
ai, 但 是 an 的 极 坐标 (Rn, On) 记 为 (R1,01 +27). WHR 


l; = {(r,0)|@ = 0,,r > 0}, t=1,2,--- ,n—1, 
将 区 域 O, 分 割 为 n — 1 个 子 区 域 : 
Qi = {x = (zzall z EN, b: <0 < bim}, 1<ign-1. (6.1.12) 


我 们 引进 新 的 坐标 系 (P0) 将 区 域 O. 变换 为 (p,9) 平面 上 的 一 个 带 状 区 
域 , 这 里 要 注意 的 是 , 在 Q. 的 每 个 子 区 域 Q: 上 应 用 的 变换 是 不 同 的 。 在 92; 引 
进 变换 : 


pie? cos ó pie? sing 0 < 
a = š i S< bins DOS p< oo, 
sin(ó — ai) =a sin(ó — a;i) oY P 


zı = 


(6.1.13) 
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其 中 ， 
atta -ajai 
pi = T: 
((zi — vi)? + (abt! — wh)?)? 

git _ ai 

sina; = 2 2 Ts 

(Gi — zi)? + (3? — 25)?)? 

wit aÍ 

cosa; = 


(Ei = ai)? + (ait — ah)2)? 


可 以 直接 验证 变换 (6.1.13) 将 区 域 22 变 为 (p,9) 平面 上 一 个 半 无 限 长 的 带 状 区 
域 : 


Di = {(p,9)| bi <$ < biy, O<p<+oo}, i=1,2,..,n-1. 


这 样 Q, 被 变换 到 


Ñe = {(p,¢)| 0 < é < 27, 0 < p < +00}, 
并 且 Te 被 变换 为 : 
Te = {(0,4)| 0 < é < 27}. (6.1.14) 


在 子 区 域 Qi(i = 1,2,… ,n 一 1) 上 的 新 坐标 系 (p, ó) 与 原 坐 标 系 (11,22) 有 
如 下 关系 : 
ð pi? cosġ O pi? sinġ 0 


Op sin(d— a4) Ox, F sin($ — w) Ora’ 


ð ns pi? cosa; ô z pi? sina; 0 

Op  sin?(ġ-—a:)ðzı sin? ($ — aj) Əz2 

A et ell irs T ana cae 

Bri = p'e [sinai +sinósin(ó adl 

8 _ iop i = 2 

Ons =p, e [cos as Op + cos ¢sin(d ad) 

CEE ME E sO + E, 9 a 3 

a? = =); [sin Qi + sin 2¢sin’ (— ai)ag — sin tu 

š i ¿ a 2 oe 

+2 sin ai sin ósin(ó — i) Fab pte gsin (d — ai) aga): 

82 £ P 9 ð 

azm” 26-2 r | cost aaa — sin 2¢sin?(¢ — ai) gg 一 os i S 


+2 cosa; cos ósin(ó — aj 


5 + cos? dsin?(¢ — a) Sal: 
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=o" 人 ð 2 Ə2 
Amata # e lr at ($-a) 5055 
š Ea 
+sin?(ð — a) gzz} 
-e2P 
dz= 一 2e dpdġ. 


sin?(¢ — a4) 


进一步 在 人 工 边界 T, EA: 


>J. = (sina 2t -cosa gt) 


_ A [9 i. Ou 
=- [5 + 58nd — a) 55] bi < ó < ia. 


Op 


在 射线 40 = 12... n 1) 上 : 


ð 
Sr eaat = (sina, 28 ‘Oa, mtoi Fel 


=-R] te=? | cot(0; 一 abt + =] 人 


Bel = (sina -cosa 24)| 
= 一 Ri le [eot(0: — ai- 24 2 >. 


问题 (6.1.5)~(6.1.7) 被 变换 为 区 域 O, 上 的 带 间断 系数 偏 微分 方程 的 边 值 


问题 : 
1 Ou 6 
二 a) apt +e- a + aa la 
Oi < $< bi 0< p<+o0,i=1,2,---,n-1, 


u(p,0;) =u(p,07), O<p<-+oo,i=1,2,---,n—-1, 
ðu du 
(cot(a 加 oD) 本 > 33) lease 


= (co — as) 52 + FB) loner" i=1,2,---,n-1, 


ulp=0 = uo(ó), 
u 有 界 , 4 p 一 +00, 


SCH OP = 07,00 = ani. 边 值 问题 (6.1.15)~(6.1.19) 有 如 下 特点 : 


(1) 问题 定义 在 一 个 半 无 限 长 带 状 区 域 0, = {(p,6)|0 < ó < 27,0 < 


E, KR 2, 的 规则 性 给 我 们 构造 人 工 边界 条 件 带 来 了 方便 。 


zla * + cot(ó 一 a2] =0 


(6.1.15) 
(6.1.16) 


(6.1.17) 
(6.1.18) 
(6.1.19) 


p S +=) 
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(2) 问题 是 一 个 带 间断 系数 二 阶 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 ， 方程 的 系数 不 是 常数 ， 
是 仅 依赖 于 变量 $ 的 函数 。 方 程 (6.1.15) 的 系数 不 依赖 于 变量 p。 这 个 特点 
使 得 我 们 可 以 应 用 线 法 构造 出 问题 的 离散 人 工 边 界 。 
引进 空间 


V = {v(¢)| v(¢) € H*((0, 2x)), v(0) = v(2x)}, 


v= {ula 人 办 | 对 固定 的 o € [0, +00), u, = aa ev}. 


间断 系数 问题 (6.1.15)~(6.1.19) 等 价 于 下 面 的 微分 - 变 分 问题 : 


找 u(p,9$) € U, 使 
2 
Srl) + Jau v) + Ao(u,v) =0, Vv € V, (6.1.20) 
ulp=0 = Uo(9), (6.1.21) 
u f, 4 p> +00, (6.1.22) 
其 中 ， 
Aa(u, 0) = = r G a = yin dele, (6.1.23) 


Ay(u,v) = pa i cot($ — ai) [EA 
i=1 


—u(p, 2) a4, (6.1.24) 
2x 
Aghia oe LO ag, (6.1.25) 


下 面 通过 线 法 将 微分 - 变 分 问题 (6.1.20)~(6.1.22) 进行 半 离 散 化 ， 从 而 构造 出 在 
人 工 边界 r. 上 的 离散 人 工 边界 条 件 。 将 区 域 [0, 2r] 分 割 为 : 


O= g1 < $2 < < óM+1 = 2n. 
使 每 一 个 bi(i = 1,2,… ,n 一 1) 都 是 上 述 {9;} PRA. W h = max, (bp 一 
Qi) h RAMAWRT. &: 
Vi = {vn(9)| valioso) 是 线性 函数 , j= 1,2,---,M; 并 且 w € V), 


Un = {meo $) | 对 固定 的 p € [0, +00), un, Pun Pn } 
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由 此 可 得 到 微分 - 变 分 问题 (6.1.20)~(6.1.22) 的 半 离 散 化 近似 : 


找 un(p,9) € Un, 使 


g d 

qpe) + Gp Arlen”) + Ao(un,v) =0, Woe Va, (6.1.26) 
Uplp=0 = uo,h (ó), (6.1.27) 
tn AF, 24 p — +00, (6.1.28) 


其 中 wuon(g) € Va» 是 uolo) 的 插值 函数 , 即 : 
uo,n(0;) = uo(ó;), j= 1,2,... , M. 
BW {Nj(9),j =1,2,… , M) 是 VW 的 一 组 基 , 并 且 ， 
N;(ék) = ójk, 1<j,k < M. 
N(¢) = (N) (é), No (ó),  Nu(0)) 
则 对 任意 un (p, ó) € Un 


un(p,¢) = N(ó)TU(p), (6.1.29) 
其 中 ， 
U(p) = (un(p; $1), un (p, ó2), :+ sun(ps óu)) 
HA, 
uo,n(?) = N(¢)"Uo, 
其 中 ， 


Uo = (uo(¢1), uo(2), «++ ,uo(óu)) - 


半 离 散 的 微分 - 变 分 问题 (6.1.26)~(6.1.28) 等 价 于 下 面 的 二 阶 常 微分 方程 组 的 边 
值 问 题 : 


BU" (p) + BU (p) + BoU(p) =0，0<p< +oo， (6.1.30) 
U(0) = Uo, (6.1.31) 
U(p) 有 界 , “4 p — +00, (6.1.32) 


其 中 Bo, Bi, Bo 是 M x M 阶 方 阵 。 并 且 : 
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Oita 
= Hi sin? = Qi Na 
Oiza 
By = > Ng cot( — a)IN(ó) N” (ó) — N (6) N()™ la, 


< Ng)N (brdd. 


从 Bo, Bi, Bo 的 表达 式 可 直接 知道 Bo 是 正定 对 称 矩 阵 ，( 一 Bo) 是 半 正 定 对 称 
MRE, By 是 反对 称 矩 阵 。 应 用 直接 方法 求解 问题 (6.1.30)~(6.1.32), +: 
U(p) = e>, (6.1.33) 


为 问题 (6.1.30)~(6.1.32) 的 解 , 其 中 入 是 待定 常数 , £ e CM 是 待定 M 维 向 量 。 
将 (6.1.33) 代入 方程 组 (6.1.30) 得 到 如 下 二 次 特征 值 问题 ; 


M 
Ferrer » € #0, 使 (6.1.34) 


[MX Bo + AB, + Bol = 0. 


记 n = AE, 则 二 次 特征 值 问题 (6.1.34) 等 价 于 标准 的 广义 特征 问题 : 


(5 SJA e 
-Bo -Bı n 0 B2 n 


其 中 Im 为 M 阶 单位 方 阵 。 求 解 特征 值 问题 (6.1.35), 可 得 M 个 非 正 实 部 的 特 
征 值 和 j(j = 1,2,… , M), 对 应 特征 向 量 


(š J: j=1,2,.…,M, 
Nj 


FH AM =0, & =(1,1,---,I7E RM, m = 二 0€ RM。 进一步 假设 {和 Xj,(i = 
1,2,… ,7)} 为 r ARRE, {AG = r+1,::: ,M)} 为 复 特征 值 ( 虚 部 非 
零 )。 如 果 A;(r <j 和 M) 是 (6.1.35) 的 一 个 复 特征 值 ( 虚 部 非 零 )， 则 它 的 共 斩 
À; 也 是 (6.1.35) 的 特征 值 ， 因 而 M -r 必 为 偶数 。 不 妨 设 M 为 偶数 , 则 可 使 
{jG =7 十 1,… ,M)} 满足 : 


= r M 
= 二 
Aa Yara, (G+1<1< z) 


则 方程 (6.1.30) 的 解 U(p) 可 表示 为 : 


第 6 章 离散 人 工 边 界 条 件 -235- 


Up)=》 bye"; 


j=1 

4 
+ 》 [bej-1Re(e*"E2;) + bojlm(e*"Eo;)], (6.1.36) 
j=§+1 


其 中 Re(A) Al Im(A) 表示 复数 A 的 实 部 和 虚 部 , 实数 {bjj = 1,2,… , M) 是 待 
定 的 。 由 (6.1.36) 给 出 的 U(p) 满足 条 件 (6.1.32)。 由 条 件 (6.1.31) 可 得 : 


r 4 
Uo = b; + Y [boj-1Re(E2;) + bzjIm(€2;)]. (6.1.37) 
j=l j=§+1 


D(p) = [PE PE, Re(e**?"E,42), 

Im 人 (enr+?p6r+2) +- , Re(e™™PEm), Im(eò®™MPEm)]. 
Do = D(0) = [€1,…* ,ér, Re(Er+2), Im(£r+2), ++ , Re(€u), Im(£m)], 
B = [bo ba)", 


其 中 D(p), Do = D(0) 是 M x M 矩阵 。 由 等 式 (6.1.37) 可 得 : 
B = D; Uo. (6.1.38) 
将 (6.1.38) 代入 (6.1.36) 可 得 : 
U(p) = D(p) Da ‘Uo. (6.1.39) 
HERRA (6.1.29), 我 们 得 到 半 离 散 微分 - 变 分 问题 (6.1.2)~(6.1.28) 的 解 un (p, $): 
un(p, $) = N(é)T D(p)Dg ‘Uo. (6.1.40) 
由 上 式 在 人 工 边界 T. 上 可 得 ux (p. ó) 的 法 向 微 商 : 
AA = pr [NOED ODE + 5sin2(9— aN)" | Uy 
bi < $< bi, 1<ign-l. (6.1.41) 


事实 上 等 式 (6.1.41) 是 外 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 在 多 边 形 人 工 边 界 Te 上 满足 的 离 
散人 工 边界 条 件 , 它 是 准确 边界 条 件 (6.1.8) 的 一 个 数值 近似 。 
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6.1.2 ”外 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 的 数值 近似 


应 用 边界 条 件 (6.1.8) 可 将 外 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 等 价 地 简化 为 有 界 区 域 Q, 
上 的 边 值 问题 (6.1.9)~(6.1.11)。 $: 


V, = {vlv € H’ (R) vir = g), 
Vo = {vv € H1(0,).u|r = 0). 
则 边 值 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


ne 


(6.1.42) 
a(u,v) + b(u,v) = F(v), Wv € Vo, 


其 中 ， 
a(u,v) = f vw Vvdz, b(u,v) =- Í Stair.) )vds, F(v)= [foe 


考虑 变 分 问题 (6.1.42) 的 有 限 元 近似 , OY TRL Ar RANT Rt — 4 
多 边 形 的 边界 。 以 J* 表示 区 域 Q, 的 一 个 正则 三 角 剖 分 , 3E B P. Te 上 的 项 点 都 
取 为 剖 分 的 节点 , 在 构造 离散 人 工 边 界 时 引进 的 T. 上 的 分 点 (在 p 一 9 坐标 系 为 
(0,0), j=1,2,...,M) 与 前 分 J* 在 Te 上 的 节点 是 相同 的 。 对 剖 分 IM, 令 : 
= {un | vn E€ CO (Ti), vnle € Pi(k), Yk € J"}, 

VÈ = {un | un €V",un(dj) = g(dj), 8 8 d; E€ T}, 

vit = {un | me V" alr = 0}, 
其 中 Vh 是 H(A) 的 有 限 元 近似 空间 ， 由 此 可 得 变 分 问题 (6.1.42) 的 有 限 元 
近似 : 


| Rune VA, 使 
f (6.1.43) 


aļlun, vn) + blun un) = F(vn), Ven € vė. 
下 面 我 们 讨论 双 线性 形式 blun, vn) 的 近似 计算 公式 。 对 于 un un € V”, 我 们 记 : 


Ub = [un(0, 01), ,un(0, BM)]T, VG = [on(0,6D，… ,un(0,dar)]， 
Ub, Vii 表示 函数 un, vn 分 别 在 人 工 边界 T. 上 节点 上 的 值 。 W: 


unlr. = N(é)' U = (U3)*N(9), 
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valr = N(¢)" Vo" = (V) N(o), 
由 公式 (6.1.41) 我 们 已 经 得 到 了 Steklov-Poincare HF S 的 数值 近似 公式 : 


Sule) = AE) = -7 [NG on 
+5 sin2(¢ — ai)N (ó)! | UA 
6.<O0<0i41, 1l1<i<n-l. (6.1.44) 
由 此 我 们 可 得 双 线性 形式 blun vn) 的 近似 计算 公式 : 
br (un, Un) = =f Sh(un|r,)unds, (6.1.45) 


将 公式 (6.1.44) 代入 上 式 , 最 后 可 得 : 
n=l isi 1 F 
(VAT T =1 
lm m=-(W) D [` mere NON DOD 


+5 sin 2(¢ — ad NN | Uhdo, (6.1.46) 
在 问题 (6.1.43) 中 应 用 (6.1.46) 代替 blun, vn) 可 得 近似 问题 : 

# un E VP, 使 

alun, Vh) + ba(un, tn) = F(vn), Vu, € VA 
直接 求解 变 分 问题 (6.1.47) 可 得 un € Vi, un 是 原 问题 (6.1.1)~(6.1.3) 在 有 界 
区 域 2; 上 的 数值 近似 解 。 在 论文 Han and Bao(1999) 中 给 出 的 数值 例子 说 明了 
本 文 给 出 的 方法 是 可 行 的 , 是 十 分 有 效 的 。 本 文 给 出 的 思路 和 方法 进一步 被 应 用 
于 求解 内 界面 问题 (Han and Huang, 1999)， 带 无 限 大 弹性 地 基 问 题 的 数值 模拟 
(Han, Bao and Wang, 1997; Bao and Han, 1999), 复合 材料 应 力 强 度 因 子 的 计 
算 (Han and Huang, 2001-A, 2001-B) 等 都 十 分 有 效 。 但 是 对 三 维 外 问题 (多 面 
体 人 工 边界 ) 的 应 用 还 未 见 重要 进展 。 


(6.1.47) 


6.2 ”二 维 粘 性 不 可 压 流 体 在 管道 中 的 绕 流 
问题 一 一 无 限 差分 方法 
6.2.1 二 维 粘性 不 可 压 流体 在 管道 中 的 绕 流 问 题 


考虑 二 维 粘 性 不 可 压 流体 在 QL = {x = (x1, 22)| 一 oo < zl < +00,0 < 
ro < L) 中 的 绕 流 问 题 ， 障 碍 物 占 有 的 空间 为 L C fr ， 流 体 占有 的 空间 为 
N = Q, NV No ( 见 图 6-2). 
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Ty r, 


0] @a |e 


x=b x= 


图 6-2 


Wu = (ur, u2)" 表示 流体 的 速度 , p 表示 流体 的 压力 , W (uw, p) 在 无 界 区域 
N 上 满足 Navier-Stokes (N-S) 方程 组 : 


Our Ou. Op _ : 
War + U2 r + on” vAu, Vr € Q, (6.2.1) 
ðuz Əu Op 
ro eh ed TERN, 2. 
w Ta + "255 + S vAu2, Vee (6.2.2) 
Ou, uz 
一 十 一 一 0 WERN, 5.2.3 
On + Bis 0, vre (6.2.3) 
和 边界 条 件 : 
ul|za=0 = ua|za=oL = 0, (6.2.4) 
uilan = U2\a% = 0, 6.2.5) 


ui(x) 一 azə(L — 22) = use (z2), “4 zl 一 +00; 
u2(z) — 0, 4 zl 一 +00, (6.2.6) 
其 中 v > 0 是 粘性 系数 ， 常 数 a > 0;(oo(2), 0)" 表示 来 流速 度 ， 边 界 条 件 
(6.2.4)~(6.2.5) 表示 流体 在 边界 上 是 非 滑 移 的 。 
问题 (6.2.1)~(6.2.6) 的 定义 区 域 是 无 界 的 。 为 了 将 问题 (6.2.1)~(6.2.6) 简化 
到 有 界 区 域 上 进行 计算 ,选取 两 个 常数 bc, 使 < 0 < c, 并且 fb C (b,c) x 
(0, 工 )。 引 入 人 工 边界 
D= {e= (zlyz2)| zí = b,0 < r> < L), 
r= {x = (zi,z2)| zl = c,0 < z2 < L}, 
W Dy, Te 将 区 域 Q 分 割 为 三 个 部 分 , 有 界 部 分 : 
| 六 < zl < c,0 < zo < L} N (o, 


和 无 界 部 分 : 
% = {a | — oo < Tı < b,0 < 22 < L}, 


h= 48] e < m < +00,0 < T2 < L}. 
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由 于 方程 (6.2.1) 和 (6.2.2) 在 区 域 2. AO, 上 是 非 线 性 的 ， 我 们 不 可 能 应 用 前 
面 5 章 发 展 的 整体 人 工 边界 条 件 和 局 部 边界 条 件 的 技术 在 人 工 边 界 Do A Te 上 
构造 出 类 似 的 人 工 边界 条 件 。 但 是 当 |b|, c 充分 大 时 , EKR Q (和 h) 上 流体 
的 流动 几乎 是 Poiseuille 流 。 在 2. 和 2, 上 可 将 N-S 方程 组 线性 化 , 即 在 N. 和 
f, 上 问题 (6.1.1)~(6.1.2) 的 解 近似 地 满足 线性 N-S 方程 组 : 


(oa) 5 + 站 =vAu, Vz € Me, (6.2.7) 
a 

Ue (a a) + 2- = vAu2, Vz € Qe, (6.2.8) 

Ou, dus _ 
十 oa 0, Vr € Re, (6.2.9) 

和 边界 条 件 : 

Wi|z2=0,L = U2|z2=0,L = 0, (6.2.10) 
ui(z) 一 Uoo(T2), 当 zl 一 +00; u(x) 一 0, 当 zl 一 +oo. (6.2.11) 


引进 流 函数 和 涡 函 数 w, MUJ: 


ow ow 

Ba" Bg = (6.2.12) 
Bua Our 

w= Fo, (6.2.13) 


并 且 N-S 方程 组 的 边 值 问题 (6.2.1)~(6.2.6) 可 用 流 函数 ARK w 表示 为 : 


Ow Ow 
— — — = R, nd, 
m5, tu on, YY = 0, Vr € (6.2.14) 
AV+w=0, YWEN, (6.2.15) 
L 
lzs=0 = 0, #|,,=; = Vr = f Uco(s)ds, 一 oo < mí < +00, (6.2.16) 
0 
y 
LA =0, —oo < Tı < +00, (6.2.17) 
Ox 
ow 
Vian, = 常数 ， Dn 2% =0, (6.2.18) 
m 


ra 
Y — Ú. (z2) s Uoo(s)ds, zı 一 +00; 
0 


中 一 woo(za) = 一 ws(zz)， zl > +00, (6.2.19) 


其 中 2 表示 外 法 向 微 商 。 对 于 Q. 上 的 线性 N-S 方程 组 (6.2.7)~(6.2.9) 和 边 
FAME (6.2.10)~(6.2.11), 可 得 : 
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Ow 
uso (z2 ae =, ~ tolz) +vAw=0, Vr e 2, (6.2.20) 
AvV+w=0, Vr e fk, (6.2.21) 
lzs=0 = 0, $lzs=L = WL, c< m < +00, (6.2.22) 
ow 
Bag =O" =0, c< zm: < +oo, (6.2.23) 
UW Voor2), zl 一 +oo; 岂 一 woo(zz)， zí > +00. (6.2.24) 


由 于 在 人 工 边界 r. E, 没有 给 出 边界 条 件 , 边 值 问题 (6.2.20)~(6.2.24) 的 提 法 
是 不 完全 的 , 不 能 独立 地 进行 求解 。 假 设 : 


la=e = 下 (za)， Wle=c=We(t2), 0 < a2 < L. (6.2.25) 


对 给 定 的 下 (za)( 亚 (0) = 0, (L) = Wr) 和 we(z2), 我 们 将 通过 求解 边 值 问题 
(6.2.20)~ (6.2.24) 构造 原 问题 的 解 在 人 工 边界 T. 上 的 离散 人 工 边 界 条 件 。 
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£ 


我 们 考虑 边 值 问题 (6.2.20)~(6.2.25) 的 差分 近似 。 以 Ari, Ar: = — (其 
中 N 是 一 个 正 整数 ) 表示 网 格 尺寸 ， 将 区 域 Q. 进行 分 割 , 得 到 网 格 点 (zj = 
c+ jAa,,ck = kâz, j=0,1,2,-..; k=0,1,2,... , N). 在 区 域 2。 的 内 网 格 
点 上 应 用 下 面 的 差分 方程 近似 微分 方程 (6.2.20)~(6.2.21): 

[ma — Djy- — Wares + Yaka] 


uso (23) 
= A: [witi — 5-14] 


Wj+l,k — DONk + WLk , QJj.k+1 — 202, k + Sisi] 
=0 
+f (Ani)? = (Az) 
1<k<N-1,j=1,2,--- (6.2.26) 
Vise 一 2 用 大 十 Wark kt — 20k + Vika 
(Az)? + (Ar)? a 
1<k<N-1,j=1,2,--- (6.2.27) 


和 边界 条 件 : 
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Bio0=0, VN= ÝL, j=0,1,2,.…, (6.2.28) 
wo ok Oo = Sha) 2-43 3(%,n — WN-1) 
5,0 = zent (Asa `? Wj,N = NA A 

j=0,1,2,---, (6.2.29) 

pitt ie 1. (25), lm wie = too (25), (6.2.30) 

Yok = Vela), Won =welah), k=1,2,... N -1. (6.2.31) 


线性 方程 组 (6.2.26)~(6.2.31) 包含 无 限 多 个 未 知 数 , 它 是 问题 (6.2.20)~(6.2.25) 
的 无 限 差分 近似 。 记 : 


Z; = [wj ja NL Dj, Via, Win-1], 
Zoo = [Woo (3), woo (23), +++ , Woo(ah!"); 
Poli), Voo(#?),-++ , Vola)", 
则 线性 方程 (6.2.26)~(6.2.31) 可 改写 为 下 面 的 等 价 形式 : 
对 于 给 定 的 Zo € R2N-2, 求 {Z1, Za}, 使 
AoZj-ı + BoZj+CoZji1= Do, j=1,2,..., (6.2.32) 
limj.4.00 Z; = Zoo, 


其 中 Ao, Bo, Co 是 2N — 2 阶 方 阵 : 


这 里 轴 = +; Ag, As, Bo, By, By, Cy 是 N 一 1 阶 方 阵 , Iw_1 是 N-1 阶 
(an)? 
单位 矩阵 ， 并且; 


a 0 0 0 0 一 61 0 
0 œa 0 0 62 0 一 02 


0 0 O -= aya 0 0 Ü << 0 
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coo 


—3un3 
2v 


=1, =N -1; 


2v 


v uola$) us (25) 
= = 一 ea be 
其 中 ox (Ar)? 2Az1 AN 
ñ vm 0 
vm Ba vm 
Ba = O vm ña 
0 0 
—3n3 0 0 
0 0 0 
B, = 000 
0 0 0 
2v 5v 
FN Ai = Bua = Tan A 
1 
2, N -2, mh = Taye 
m2 m 0 
m m2 n2 
B, = 0 m m2 
0 0 0 
n 0 0 
0» 0 
C, = 0 0 % 
0 0 0 
v Uno (rk) 


其 中 ma = —2(m +m), Yk = (a? > Am ' 


Do 是 2N 一 2 维 向 量 : 
Do= [di d2; sdana], 


bk = 


e 


YN-1 


k=1,--- 


Arn) (Ar)? 


‚N -1 


dy =0, k=1,2,---,N—2,N,---,2N—3, 


3v 


1 


du-i= ——X<— ÝL: dan-2 = -Ka 


(Az2)* 


Vy. 


k= 
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问题 (6.2.32) 是 一 个 包含 无 限 多 个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 代数 方程 组 , 首先 找 出 它 
的 一 个 特 解 。 
= 

(Ao + Bo + Co) Zoo = G = [99 .g2n—2]". 


直接 计算 可 得 : 


5v 1 v WE 1 
n= ane w (es ae (Aza) Ú. (z), 


rn v k+1 
n= TA a es +e oa —u(aš) + Dania h 
2<k<N-2, 
___5v N-i), Y n-2)___3v a N-1 
g9nN-1 = (är (72 +i “olr ) (Aza) Polt), 
—2 oo (z) 十 Yo(z3) 
9N = wola) + A 2 


Yoo (ak!) — 2. (ak) + o (zËt1) 
IN-1+k = Woo (xg) + ———2 2 (Ara)? —— 


2<k<N-2, 


= —2 Vo (1X!) + 到 (zy 一 2 
92N-2 = uso (zÜ ne — ee 


由 于 Poly) 是 一 个 三 次 多 项 式 , woly) 是 一 次 多 项 式 并 且 : 
v (u) + Wo(y) = 0, 
Yoo(0) = ¥,(0) = 0 (L) = 0 
V(L) = UY. 
由 此 可 得 : 
g=0, k=1,2,---,N—2, 
3v 
9N-1 = TRE vL 
gN-i+k =0, k=1,2,---,N—2, 
wr 
9g2N-2 = (Ax)? 


最 后 我 们 可 得 到 : 
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(Ao + Bo + Co0)Z% = Do. (6.2.33) 


从 上 式 可 知 , 当 Zo = Zoo 时 , (Z; = Zoo, j= 1,2,…} 是 问题 (6.2.32) 的 解 。 
令 
Yj =Zj—Zo, j=0,1,2,---, 


则 问题 (6.2.32) 可 以 简化 为 下 面包 含 无 限 多 个 未 知 数 的 齐 次 线性 代数 方程 组 : 
BA Yo e R2N-2, R{Y;, 7 =1,2,---}, 使 


AoY;-i + BoY; + Co¥j+1 = 0, j= 1,2,--°, (6.2.34) 
lim Y; =0. 
+oo 


有 两 个 基本 方法 求解 无 限 阶 齐 次 线性 代数 方程 组 (6.2.34)， 一 个 方法 称 为 直接 方 
法 (Ying, 1977), 将 问题 (6.2.34) 的 求解 归结 为 求解 一 个 (4N — 4) x (AN) MHE 
阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 。 另 一 方法 是 快速 迭代 法 (Han and Ying, 1979), 这 
里 我 们 应 用 快速 迭代 法 求解 问题 (6.2.34)。 

对 于 Yj- 和 Yj 可 得 : 


Yj-1 = —Bç1AoY;-2 — By 'Co¥j, j=2,3,.…, (6.2.35) 
Yr= -Bo!AoY; — By'Co¥j+2, j=0,1,2,.... (6.2.36) 
将 (6.2.35) All (6.2.36) 代入 (6.2.34) 可 得 : 
AıYj-2 + BiY; + CiYi+2 =0, j=2,3,.…, (6.2.37) 
其 中 ， 
A; = —AoBy' Ao, 
B, = Bo — AoB; 'Co - CoBU ‘Ao; 
O, = —CoB; Co. 
这 个 过 程 可 以 重复 进行 , EA k 次 以 后 可 得 : 
AkY;j-ax + BEY + CkYit2r =0, j=2%,2+1,..., (6.2.38) 
其 中 ， 
Ax = —Ax-1 By) Ac, 
By = Bk_1— An—1 By) Cr-1 — Cy-1 By) Ak, 
Ch = —Cy-1 By, Ck i. 


第 6 章 离散 人 工 边界 条 件 .245 . 
由 (6.2.38) 可 得 : 
¥j=—By' 4 了 -2 — By"Cr¥}42%, 
k=0,1,2,---, j=2*,2%41,.... (6.2.39) 
再 回 到 无 限 阶 代数 方程 组 (6.2.34) 的 第 一 个 方程 : 
AoYo + BoY; + CoY2 = 0. (6.2.40) 
将 式 (6.2.39)(k = 1, j = 21) 代入 (6.2.40) 可 得 : 
A1Yo + BoY; + Či Yz = 0, (6.2.41) 
其 中 ， 
A, =A- B7 'A,, Õ = -CiBTLC. 
进一步 将 (6.2.39)(k = 2, j = 27) RA (6.2.41) 可 得 : 
AgY + BoYi + CsY>+a = 0, (6.2.42) 
其 中 ， 
As=A1- 6Bi!As, @,= -@,B;1Cs. 
这 个 迭代 过 程 重复 k 次 后 ,我们 得 到 : 
AkYo + BoY; + Cx¥ou+1 = 0, (6.2.43) 


其 中 ， 
Ay = Åra 一 Cy-1 Bz Ax, Cy = —Cy-1Bz'Cy. 
34 k — +00 时 , 记 和 矩阵 序列 {Ag}, {Cy} 的 极限 为 : 
Pests A, = As, Pe 6, = Cow: 


在 等 式 (6.2.43) P, $ k — 十 oo 可 得 : 


A Yo + BY; = 0. 
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可 到 变量 Zo, Zi, 得 到 : 


Z,=-B;1A,Zo+ (I+ By Ace) Zo 


==—T; Zo F(T Tis) Zs (6.2.44) 
其 中 To = Bj Ane 令 : 
w- [Ben agan, ates, arge 
由 差分 近似 可 近似 地 得 到 : 
Z, = Zo + Az, W. (6.2.45) 
由 此 可 得 : 
W=- (2 - 2) = - z= (T= +1) (Zo - Zæ). (6.2.46) 


等 式 (6.2.46) 就 是 问题 (6.2.1)~(6.2.6) 在 人 工 边界 Te 上 的 离散 人 工 边 界 条 件 。 
当 上 足够 大 时 ,， Yours = 0, HÆR (6.2.43), 可 得 到 近似 关系 : 


AxYo + BoY; = 0. (6.2.47) 


由 此 在 人 工 边 界 Te 上 得 到 近似 的 离散 人 工 边界 条 件 : 


1 
W = -Zz (T+ 1)(Zo- Zc), k=, (6.2.48) 


h Tk = By Axe 

在 人 工 边界 T， 上 可 得 到 类 似 的 离散 人 工 边界 条 件 ， 从 而 可 将 原 问题 归结 为 
有 界 计算 区 域 Q, 上 的 数值 计算 问题 。 在 论文 (Han, Lu and Bao, 1994) 中 给 出 
的 数值 例子 说 明了 本 节 中 给 出 的 方法 的 可 行 性 和 有 效 性 。 


6.3 ” 带 无 限 大 弹性 地 基 问 题 的 数值 
模拟 一 一 无 限 元 方法 


设 Q c R? 是 一 个 无 界 区 域 , 边界 为 Di 和 Th( 见 图 6-3)。 

在 无 界 区 域 2_ 上 讨论 线性 弹性 方程 组 的 边 值 问题 ,w = (uu)! 表示 位 
移 ，f(z) = (fala), fola))” 表示 体力 ， 应 力 张 量 为 o = (ci)ax2， 应 变 张 量 为 
e = (eij)2x2， 考虑 下 面 的 边 值 问题 : 
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图 6-3 
—pAu—(A+p)V(V » u) = f(x), Vz € 2, (6.3.1) 
ulr: = 9(2), (6.3.2) 
o,(u)|r2 = h(z), (6.3.3) 
on(u)|r = 0, (6.3.4) 
uth, 当 |z| 一 +. (6.3.5) 


其 中 g(x), h(x) AT) AT? 上 的 已 知 函 数 , pl A T? 是 边界 D. 的 子 集 ， 并 且 
Ti =T} UT?, on(u)|r2 和 on(u)|r, 表示 在 边界 TP 和 边界 上 的 外 法 向 应 
He Un 表示 边界 ON 上 单位 外 法 向 量 ， 则 

on(u)|r2 =o(u)n|r2, an(ujlr = o(u)n|r,. 
定义 于 无 界 区 域 Q 上 的 边 值 问 题 (6.3.1)~(6.3.5) 可 以 看 作 带 无 限 大 弹性 地 基 坝 
体 应 力 分 析 的 模型 问题 。 

无 限 多 相似 单元 方法 简称 无 限 元 方法 (Thatcher, 1976; Ying, 1977; Han and 
Ying, 1979) ， 它 是 有 限 元 方法 的 发 展 与 补充 。 在 这 一 节 中 我 们 将 应 用 无 限 元 方 
法 在 一 个 折线 人 工 边界 上 构造 无 限 大 弹性 地 基 问 题 的 离散 人 工 边 界 条 件 。 

6.3.1 ”折线 人 工 边 界 上 的 Steklov-Poincare 映射 
如 图 6-4 所 示 , E NR 上 引进 折线 人 工 边界 Teo 在 极 坐 标 系 中 它 可 以 表示 为 : 


(6.3.6) 
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T, 将 Q 分 割 为 有 界 部 分 Q, 和 无 界 部 分 Q, 并 且 使 Supp(f(z)) C Rie 如果 我 们 
能 够 在 人 工 边界 T. 上 找到 原 问 题 的 解 u 满足 的 “适当 的 ” 人 工 边界 条 件 , 则 可 
将 原 问题 简化 为 有 界 计算 区 域 Q 上 的 边 值 问题 。 

考虑 u EKR OQ, 上 的 限制 , 它 在 8。 上 满足 : 


—pAu—(A+p)V(Veu)=0, Vre 2, (6.3.7) 
ulr, = u(e(0),0) =ue, —zx<0<0, (6.3.8) 
m (u)|r, nan, = 0, (6.3.9) 
u 有 界 ， 当 |x| 一 +o. (6.3.10) 


事实 上 函数 u, EATUR T. 上 是 未 知 的 , 我 们 不 能 够 独立 地 求 出 问题 (6.3.7)~ 
(6.3.10) 的 解 。 对 于 给 定 的 u, € H? (Te) x H3(T.), WIE (6.3.7)~(6.3.10) 存 
在 唯一 的 解 u, 在 人 工 边界 Te 上 计算 外 法 向 应 力 on(w)|r, 可 得 到 映射 T: 


on(wlr. = —T(ulr,). (6.3.11) 


等 式 (6.3.11) 是 原 问 题 (6.3.1)~(6.3.5) 的 解 u 在 人 工 边界 T, 上 满足 的 准确 边界 
条 件 。 应 用 (6.3.11) 可 将 原 问题 (6.3.1)~(6.3.5) 简化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 
值 问题 : 


—pAu—(A+p)V(V+u) = f(z), Vr E Ri, (6.3.12) 
ulr: = g(z), (6.3.13) 
on(u)|r2 = A(x), (6.3.14) 
en (u)[r, yan, =0, (6.3.15) 
o,(u)|r, = —T(ulr,), (6.3.16) 


其 中 on(u) 表示 u 在 区 域 边界 OQ) 上 的 外 法 向 应 力 。 引 进 空间 和 集合 : 
a(R) = {v | v E H(A), vlr = 0), 

T(R) = H (2) x H(A), 

HE (2) = Hi (A) x H (2), 

= {v | veH (&) vlri=g} 


则 边 值 问题 (6.3.12)~(6.3.16) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


{ Rue HQ), 使 


(6.3.17) 
Aj(u,v) + B(u,v) = F(v), Vv € H}(Q), 
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其 中 ， 


Ou Əu> Ov, ôv Ou, Ov, uz Ove 
Ai(u, v) =f, {a (路 + +52) (z +i) ou (2 Bo1 + Oxy s) 
Ou, uz Ov, v 
(Gee * Bet) (aes t an.) a= 
B(u,»)= f T(u|r,) + vds, Fw) = f f var + f h + vds. 
Te M r? 


Aj(u,v), B(u, v) MIE RE MF E (.Q;) 上 的 对 称 有 界 双 线性 形式 。 变 分 问题 (6.3.17) 
等 价 于 下 面 的 极 值 问题 : 
| Rue HQ), 使 


= a (6.3.18) 
Ji(u) wen, Rte), 


其 中 ， 
Ji(v) = 3(4 (v,v) + Blv, v)) — Flo). (6.3.19) 
虽然 形式 上 我 们 将 原 问题 ( (6.3.1)~(6.3.5) 简化 为 有 界 区 域 Q, 上 的 边 值 问题 
(6.3.12)~(6.3.16), 等 价 的 变 分 问题 (6.3.17) 和 极 值 问题 (6.3.18)。 但 是 由 于 我 们 
没有 得 到 在 人 工 边 界 Fe 上 Steklov-Poincare 映射 -T 的 表达 式 , MAM uly, 不 
知道 如 何 计算 T(ulr.) 也 就 不 知道 如 何 计算 双 线性 形式 Blu, v), 因而 我 们 仍然 
不 能 由 变 分 问题 (6.3.17) 或 者 极 值 问题 (6.3.18) 得 到 原 问 题 在 有 界 计算 区 域 OQ, 
上 的 数值 近似 解 。 下 面 我 们 应 用 无 限 多 相似 单元 方法 给 出 映射 T(w|r,) 的 数值 近 
似 或 者 双 线 性 形式 B(w,v) 的 数值 近似 , 然后 在 有 界 计算 区 域 Q, 上 可 得 到 原 问 
题 (6.3.1)~(6.3.5) 的 数值 近似 解 。 


6.3.2” 双 线性 形式 B(u,v) 的 数值 近似 
下 面 通过 用 无 限 多 相似 单元 方法 求解 问题 (6.3.7)~(6.3.10), 给 出 双 线性 形式 
B(u, v) 的 数值 近似 公式 。 引 进 空间 : 


a 
we) = {0 | see Se, e (0) tipa > 0}, 


W, (Re) = {v | v EW(Re) vlr. = o}, 
W(fe) = W (Re) x W (Re), 
W, (Re) = Wa (Re) x Wa (Re), 
和 W(0.) 的 子 集合 : 
W.(2) = {v | v E W(Re) vlr. = ue}, 
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则 边 值 问题 (6.3.7)~(6.3.10) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


Rucw,(Q), 使 
A,(u,v) =0, Vv € W.(2), 


(6.3.20) 


其 中 ， 


Ou, ou2z Ov, v2 Ou, Ov; uz Ov2 
(u,v) =f, Ë (器 + 2) (= +52) 2u( Se Bai Oia 2) 
Ou, uz Ov, v2 
+u( 52 + >) (= + Fe) Jaz. 
进一步 变 分 问题 (6.3.20) 等 价 于 下 面 的 极 值 问题 : 
Rue W-(2), 使 
Je(u)= min Je(v), 


vEew. (2) 


(6.3.21) 


其 中 ， 


Je(o)= 3Ac(w,0). 


对 已 知 ulr, = ue 我 们 应 用 无 限 多 相似 单元 方法 求 变 分 问题 (6.3.20) ( 即 极 
值 问题 (6.3.21)) 的 数值 近似 解 。 首 先 对 无 限 大 区 域 2。 进行 三 角 前 分 。 选 取 一 
常数 E> 1, MEE, ER 为 比例 常数 由 人 工 边界 Te (对 应 天 = 0) 可 得 : 


= ((r,0)| r = ëFe(0), -a <0 <0}, k=1,2,... 


由 此 我 们 得 到 了 无 限 多 个 与 人 工 边界 T. 相似 的 折线 E(k = 1,2,…)。T*(k = 
2,.…) 将 区 域 O, 分割 为 无 限 多 个 相似 的 多 边 形 子 区 域 : 


Ak = {(r,0)| €*-1e(0) < r < éte(0),—x <0<0}, k=1,2,... 


对 第 一 个 多 边 形 子 区 域 Q, 进行 三 角 剖 分 。 在 Te 上 取 m 个 节点 {a9,j = 1,2,…， 
m) (包括 折线 人 工 边 界 T, 的 所 有 顶点 )。 HAT) 是 由 T. 经 过 相似 变换 得 到 的 ， 
由 同样 的 变换 在 折线 TI 上 可 得 对 应 的 m 个 节点 {ajj 二 1,2,… ,mj}, 将 Te 和 
TA 上 对 应 的 节点 , 用 直线 连接 起 来 就 将 区 域 a 分 割 为 m 一 1 个 四 边 形 单元 , 再 
将 每 个 四 边 形 单元 分 割 为 两 个 三 角形 单元 ( 见 图 6-5), 我 们 就 得 到 了 第 一 个 多 边 
ETER Wi 的 一 个 三 角 剖 分 。 其 他 多 边 形 子 区 域 O.(k > 1) 都 是 由 a 经 过 相 
似 变换 得 到 的 ,应 用 相同 的 相似 变换 由 OQ, 的 三 角 剖 分 可 得 你 的 一 个 相似 三 角 
剖 分 。 这 样 我们 就 将 区 域 2。 HD AS 4 = TB u (k), WHA Jro 
首先 构造 W (Re) 的 子 空间 WPR): 车 ve WPR.) MJ o 满足 : 
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G) veC(@), 

(ü) v 在 每 个 三 角形 单元 上 是 自 变 量 z1, zz 的 线性 函数 ， 
ðv Ov 

(iii) Bn,’ Dra E L (Re), 

(iv) v 有 界 ， 当 |z| 一 +00. 


Wh(Q.) = WP (Re) x W (Re), 
Wh (Ne) = {v E W (Re), vlr. = 0}, 
Wh(2) = {v | v e W*(2.), vlr. (a9) = u(a9), j= 1,-++ ,m). 


Wh(0,) 是 WR.) 的 子 空间 ， WHR) 是 W (Qe) 的 子 空间 , 但 是 W2) 和 
W(Q.) 都 是 无 限 维 的 。 在 变 分 问题 (6.3.20) 中 用 WHR) 和 WER.) 代替 
W. (Qe) 和 W. (Qe), 得 到 变 分 问题 (6.3.20) 的 近似 变 分 问题 : 


{ H un € WA(Q,), 使 


A(up,v)=0, Vv E Wh(2.). (6.3.22) 


在 极 值 问题 中 用 Wh(f2。) 代替 We (Qe) 我 们 得 到 近似 极 值 问 题 : 


找 un € Wh(Q.), 使 
Jeun)= min Je(un). (6.3.23) 
VREWI (Me) 


应 用 Lax-Milgram 定理 可 得 : 极 值 问题 (6.3.23) (等 价 的 变 分 问题 (6.3.22)) 
存在 唯一 解 un € We( Qe)» 

对 于 任意 un = (uh, uh)" EWO.) un 被 其 在 所 有 节点 {af j=0,1,2 
m} 上 的 值 唯一 地 确定 。 记 


Yk = (ut (af), uz (at),--- sup (am) u> ( as DE 


Weg, k=0,1,2,---. (6.3.24) 
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则 我 们 有 : 
定理 6.3.1 车 un 是 极 值 问题 (6.3.23) 的 解 , 则 其 对 应 的 向 量 组 {Yi, k = 
0,1,… } 满足 下 面 无 限 阶 代数 方程 组 : 


BA Yo, R{Yk, k =1,2,---}, 使 

KY, — ATY, = AY o, 

-AY 41+ KY, —ATY41=0, k=2,3, 
Ye AF, “4k > +00, 


(6.3.25) 


其 中 K, A € R22", K = Ko + Ko; Ko, Ko, A, AT 构成 每 一 层 Qr 上 的 刚度 
HERE: 
Ko -AT 
-A XK J` 
证 明 ”对 于 任意 u, E WE), 首先 计算 应 变 能 J (un): 
Out dub j Ou! š dul 2 
dwd f (Ge + 22) +=|(22) + (22) ] 
OUT Oud 
+, k ut’ ja 
jas 


=Y kk. (6.3.26) 


J 表示 位 移 wn 在 第 大 层 Q 上 的 应 变 能 量 , 在 第 大 层 上 wh 由 向 量 Ypi A 
Yk 唯一 地 确定 ,可 通过 计算 O, 上 的 每 个 单元 刚度 矩阵 得 到 Je: 


T 
1 f Wy Ko -AT 了 -1 
< h : 6.3.2 
. At Ha Al ) Seay 


其 中 Ko, Ko 是 对 称 的 非 负 和 矩阵 。 在 我 们 讨论 的 问题 中 , 两 个 相似 单元 的 刚度 矩 
阵 是 完全 相同 的 。 由 于 剖 分 的 相似 性 , 每 一 个 单元 层 您 的 刚度 矩阵 都 是 相同 的 ， 
BERE Ko, Ko, A 不 依赖 于 人。 

我 们 考虑 两 个 相 邻 单元 层 Ok. M+ 上 的 应 变 能 量 : 


T 
+J Yk—ı Ko -AT Yi-i 
k e=} Y, -A Ki Y, 
T 
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若 un € Wh(0.) 是 极 值 问题 (6.3.23) 的 解 , WY, 满足 : 
—AY,-1+ KY, —ATYp41=0, k=1,2,--.. 


定理 6.3.1 获 证 。 a 

为 了 最 终 得 到 原 问 题 (6.3.1)~(6.3.5) 在 人 工 边界 上 满足 的 离散 人 工 边界 条 
件 , 关键 的 一 步 是 求解 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25), 并 给 出 由 3 WHEY, 的 公式 。 
在 下 面 两 小 节 中 我 们 讨论 求解 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25) 的 基本 方法 。 


6.3.3 ”求解 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25) 的 直接 法 
为 求 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25) HW, Q: 


Yk= X*¥, k=0,1,.… (6.3.29) 


其 中 矩阵 X e 及 (2m)x(2m) 是 待定 的 。 称 矩阵 X 为 转移 矩阵 。 将 (6.3.29) 代入 方 
程 (6.3.25) 可 得 转移 矩阵 X 满足 : 


-A+KX — ATX? = 0. (6.3.30) 


由 问题 (6.3.25) P Ye 在 无 穷 远 处 满足 的 条 件 可 得 矩阵 X 的 附加 条 件 一 一 矩阵 
X 的 特征 值 和 满足 : 

lN <1. (6.3.31) 
ME ME Fy FE (6.3.30) ~(6.3.31) 的 解 X 即 为 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25) 的 转移 矩阵 。 
首先 介绍 求解 矩阵 方程 (6.3.30)~(6.3.31) 的 直接 方法 (Ying, 1977)。 设 À 是 矩阵 
X 的 特征 值 ， 对 应 特征 向 量 g, 则 由 矩阵 方程 (6.3.30) 可 知 (A, g) 是 下 面 特征 值 
问题 的 解 ， 

(—A+AK —)?A™)g =0. (6.3.32) 

a: 

h = )g, (6.3.33) 


将 (6.3.33) 代入 (6.3.32) 可 得 : 


Ag = \(Kg — Ath). (6.3.34) 


4 0 K -AT 
EE 
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其 中 工 E R(m)x(2m) 是 单位 矩阵 ， 则 特征 值 问题 (6.3.32) 等 价 于 下 面 的 矩阵 束 


特征 值 问题 : 
igh Vez 9 
Q. | ) xe, ( A j: (6.3.35) 


从 上 述 讨论 中 我 们 知道 : 
(1) 矩阵 X 的 任意 一 个 特征 值 A (对 应 特征 向 量 g) 都 是 矩阵 束 特征 值 问题 (6.3.35) 
的 特征 值 (对 应 特征 向 量 (gT, XgT)T)。 
(2) ERE X 的 所 有 特征 值 X 的 绝对 值 | 和 | < 1。 进一步 矩阵 束 特征 值 问 题 (6.3.35) 
的 特征 方程 为 : 
det(Q1 — AQ2) = 0. 


det(— A+ AK — AT) =0. (6.3.36) 
(3) 2 A A 0 是 矩阵 束 特 征 值 问题 (6.3.35) 的 特征 值 , 即 式 (6.3.36) 成 立 , 则 由 
等 式 (6.3.36) 可 得 : 
bs ia 
det(—A+ y= x47) 
=det{\~?(— Ad? + AK — AT)} 
=det{A~?(— A+ AK — ?AT)} = 0, 
BI ATT 也 是 矩阵 东 特 征 值 问题 (6.3.35) 的 特征 值 。 
(4) 可 以 直接 验证 入 = 1 是 矩阵 束 特征 值 问题 (6.3.35) 的 二 重 特征 值 , 对 应 特征 
向 量 (gio, gio") 和 (goi, goi)", 其 中 ， 
gh=(1,0,1,0,... ,1,0) ER2m， gd, =(0,1,0,1,--- ,0,1) e R?™. 
由 上 面 的 分 析 可 得 求解 无 限 阶 代数 方程 组 (6.3.25) 转移 矩阵 X 的 直接 方法 : 
步骤 1. 求 出 矩阵 束 特征 值 问题 (6.3.35) 的 全 部 特征 值 (A) 和 对 应 的 特征 向 量 : 


a E =1,2,--- m. 
Nigi 


步骤 2. 根据 条 件 (6.3.31) 从 步骤 1 得 到 的 4m 个 特征 值 中 选 出 2m 个 绝对 值 小 
于 等 于 1 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 。 记 为 : 
{Ai.gi,i = 1,2,--- , 2m}, 
则 {Aii = 1,2,… ,2m) 是 转移 矩阵 和 的 全 部 特征 值 , 对 应 特征 向 量 {gi,1 = 
1,2,--- ,2m}e 
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步骤 3. 由 步骤 1, 2 得 转移 矩阵 X 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 信息 后 , 根据 矩 
阵 的 Jordan 标准 形 理论 可 构造 出 转移 矩阵 及。 令 : 


P = (91,92."-* ,gəm) EC2mx2m， 


(i) WIRE ME P 是 可 逆 的 ,我 们 知道 矩阵 X 的 Jordan 标准 形 为 2m 阶 对 


角 矩 阵 
A = Diag{A1, Ma, ,Mm-1, Mam}. 
由 
Xg; =N, t=1,2,--+,2m, (6.3.37) 

可 得 : 

XP=PA, 
即 : 

X=PAP™. (6.3.38) 


在 应 用 公式 (6.3.38) 求 转移 矩阵 X 时 , 为 了 避免 复数 运算 , 可 将 公 
式 (6.3.38) 进行 变形 。 由 于 转移 矩阵 X EREE, X 的 复 特征 值 入 和 
对 应 的 特征 向 量 g ABLE SEE RT BAY. BMAF Ar, Aka A (Arti = Ak) 
是 X WLR EAL. 对 应 特征 向 量 gk, gk+1 = The 
a: 
Ae =a+if, gk=p+iq, 
MU: 


M+1 =a ib, 9gk+l =p -iq. 


由 式 (6.3.37), 可 得 : 
Xp=ap-Bg, Xq= fp+ag, 


即 : 


9 
xpa) = wa ( Ee 4: 


用 实 向 量 p, q 代替 转移 矩阵 P 中 的 第 天 列 和 大 十 1 列 , HAKER 


Eh 
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代替 矩阵 A 中 对 角 线 上 二 阶 子 块 


àk 0 
0 Ae J 


这 样 可 以 将 转移 矩阵 P 中 的 所 有 列 向 量 换 为 实 向 量 , 同时 将 A 换 为 实 的 
块 对 角形 阵 。 此 时 由 公式 (6.3.38) 经 过 实数 的 运算 即 可 得 转移 矩阵 X 。 
(ii) 若 转移 矩阵 X 的 Jordan 标准 形 不 是 对 角 阵 , 则 转移 矩阵 X 的 Jordan 


标准 形 是 分 块 对 角 和 矩阵 : 
AM) 
A= 
A, (As) 
其 中 ， 
MN 1 
A,(Aj) = kan , j=l,2, 0 
ks 1 
àj kixki 
通过 求 出 X 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 , 由 Jordan 标准 形 理论 可 得 可 
逆 矩 阵 P, 使 
X=PAP™. 


在 大 多 数 实 际 应 用 中 遇 到 的 是 第 一 种 情况 。 直接 方法 求解 无 限 阶 代数 方 
程 组 (6.3.25) 的 主要 工作 量 是 求解 矩阵 东 特 征 值 问题 (6.3.35) 的 特征 值 和 特 
征 向 量 。 

求 出 转移 矩阵 X 后 ,我 们 立刻 得 到 无 限 阶 代数 方程 组 的 解 


Yı = XY, k=0,1,---. (6.3.39) 
由 {Yo, Yis Ye...) 在 Ne 上 构造 插值 函数 un = (ult, ult) < WH.) 并 且 
Ye = (ut (af) uh (a$), ulak) uh(ak,))", k=0,1,2,+, (6.3.40) 


则 un 是 极 值 问题 (6.3.23) 的 解 。 计 算 应 变 能 : 


T 
1 过 1 Y Ko 一 47 Yl 
wna (re) (Se) Gr) 


1 j 
=> (Ya KoYk-1 — Yg AY k1 — Ye ATH: + YK KY») 
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1 le , 
=s (Y KYo — Yo ATXYo0) + 3 SO (-¥P AV A+ VE KY: 
k=1 
+Y; KoYk — YẸ ATV: 41) 


a 
= 3Y (K - ATX)Yo + DY AY + KV — ATYin) 


2 k=l 
= JY (K — ATX) Yo. 
“r; 
Kz = Ko - ATX, (6.3.41) 
称 Kz 为 组 合 刚度 矩阵 ， 即 
Je(un) = PY KzY. (6.3.42) 


求 出 转移 矩阵 X Jš, EATUR T. AT) 上 立刻 得 到 了 一 个 离散 人 工 边 界 条 
件 : 

Yi = XYo. (6.3.43) 
求 出 转移 矩阵 X 后 由 等 式 (6.3.41) 可 得 到 组 合 刚度 矩阵 Kz， 并 立刻 得 到 由 
Steklov-Poincare 映射 T 产生 的 双 线 性 形式 


Be 加 = | Tr.) -viras 


的 数值 近似 , BD: 
Í T(ulr,) + vlr.ds ~ Yo KzZo, (6.3.44) 
Te 
其 中 ， 
Yo = (w (a9), u2(a9), -+ - an (a9,), u2(a9,))", 
Zo = (v1 (a9), v2(a9), ++- an (a9,), v2(a9,))", 


表示 u,v 在 人 工 边界 T, 的 节点 {a9,j =1,2, ,m} 上 的 值 。 可 直接 应 用 公式 
(6.3.44) 将 原 问 题 (6.1.1)—(6.1.5) 简化 , 在 有 界 区 域 Q, 进行 数值 计算 。 下面 给 出 
计算 组 合 刚度 矩阵 Kz 的 一 个 快速 迭代 算法 。 

6.3.4 ”计算 组 合 刚度 矩阵 Kz 的 快速 算法 


假设 u, € Wi(2.) 是 极 值 问题 (6.3.23) 的 解 ， 对 应 于 un 的 向 量 组 (Y, < 
R2m k = 0,1,---) 满足 无 限 阶 代 数 方程 组 (6.3.25)。 我 们 讨论 两 个 相 邻 单元 层 
(例如 O, 和 Qo) 上 的 刚度 矩阵 ,考虑 : 
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T 
nta) + hte) = ( w ) Gr abe) 
0 
k ia 
(v) ie. a ha (6.3.45) 
2\ Y -A K Y; 


-AY + (Ko + KY — ATY2 = 0, 


由 方程 (6.3.25) 
可 得 : 

Y, = (Ko + K) (AY + ATY;). 
将 上 式 代 入 (6.3.45), 经 过 整理 可 得 : 


= AZ 
ntah 3°) ( 2 tea" 
“A, K 


K, = Ky — AT (Ko + Ko)A, 

K, = K, - A(Ko + Ko) AT, 

A, = A(Ko + Ko) 1A, 
由 此 可 得 相 邻 两 层 的 单元 刚度 矩阵 : 

(<) 
= 
用 完全 类 似 的 方法 可 以 得 到 相 邻 四 个 单元 层 的 刚度 矩阵 ， 一 般 地 如 果 已 知 相 邻 
2N-1 个 单元 层 的 刚度 矩阵 
Ky-1 -AÑ 

则 可 得 相 邻 2N 个 单元 层 的 蜀 度 矩阵 : 


— AL 
cayal Pee | 
-An Ky 


其 中 ， 


其 中 ， 
at e -1 
Ky = Ky-1 - Ah (Kni + Ky) An- 


Ky = Kyi- Av-1(Kw-1+ Ky) AR (6.3.46) 
Ay =Ay-a(Ky-at+Ky) Ane, Neia 
Ao = A. 
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由 公式 (6.3.46) BRM {Ky}. {Ky}. {Av}. 由 于 Ko, K 是 正定 的 , 可 
以 证 明和 矩阵 Ky 和 Kw 也 是 正定 的 。 应 用 论文 (Han and Ying, 1979) 给 出 的 方 
法 ,可 以 证 明 当 N 一 +oo 时 , 和 矩阵 序列 {KN}, {Ky}, {An} 是 收敛 的 。 进 一 
步 我 们 讨论 如 何 由 Ky, Ky, An ( 当 N 足够 大 ) 计算 组 合 刚度 矩阵 Kz. 

对 任意 给 定 的 2m 维 向 量 Yo e R2m, 考虑 变 分 问题 : 


Ran, Bw ER, 使 nae 
IN (Yo, angio + Bngo) = min J" (Yo, agio + Bgo1), san) 
a BER 
其 中 ， 
JN(Yo,agio + Bgo) 
T 
1 Yo Ky -A Yo 
2 \ agio + goi —Ay Kin gio + goi 
1 
=5Y0 Ko — ag An Yo — Bgo, Aw Yo 
+a? + Su gp +“NoB > 0, (6.3.48) 
IFA, 


en =ghKwgio, Ôn =ghKngo, YN = gh Kygo. 

PRM Ky 是 正定 的 , 因而 : 

EN ag? + Nya + ynab = s (en + Bgor)" Ky (agio + Bgoi) > 0. 
上 式 等 号 只 在 a= 8 = 0 时 成 立 , 由 此 可 得 : 

A=enbn — %Ñ #0. 
问题 (6.3.47) 是 一 个 二 次 函数 的 极 值 问 题 , 可 得 到 它 的 解 : 
ay = (GxghAnY 一 ?7w9g An Yo), 
Bu = 大 (ngh AN Yo + ewgh Av Yo). 


将 上 式 代入 (6.3.47) 的 右 端 , 可 得 : 


J” (Yo, angio + Bygo) = aro (Kw + Aj Fw AN) Yo, 
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其 中 ， 
1 
Fy = 去 { 一 5wgiog 有 一 swgolg8 十 TYwgolgio + 7910951 }- 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 新 的 矩阵 序列 {Ky + AQF Aw}, 应 用 在 论文 (Han and 
Ying, 1979) 定理 1 中 给 出 的 方法 可 证 明 矩 阵 序列 {KN + ARF An} 收敛 于 组 
合 刚度 矩阵 Kz B: 


yim {Ky + Ay FyAn} = Kz. (6.3.49) 
由 此 给 出 了 计算 刚度 矩阵 Kz ARIE RTE: 
Kz ~ Ky + AyFwAn. (6.3.50) 


在 实际 计算 时 一 般 N 取 为 5 或 6 即 可 得 到 非常 好 的 数值 结果 (Han and Ying, 
1977; Ying and Han, 1980)。 


6.4 一 维 Klein-Gordon 方程 的 离散 完全 
吸收 人工 边界 条 件 一 一 2 变换 方法 
6.4.1 Z 变换 


Z 变换 是 对 序列 进行 运算 的 一 种 工具 ， 它 与 Laplace 变换 有 很 多 类 似 的 性 
质 。 它 们 的 主要 区 别 是 Laplace 变换 是 对 连续 变量 t 的 函数 f(t) 进行 运算 ， 而 
Z 变换 是 对 整数 值 变 量 n 的 序列 (fa, m =0,1,---} 进行 运算 (Muth, 1977). Z 
变换 是 一 种 映射 算 子 , 将 序列 {fn n = 0,1,…:} 映射 为 复数 域 上 的 函数 F(Z), 
称 函数 F(Z) 为 序列 {fn n = 0,1,…} 的 Z 变换 或 序列 {fn n= 0,1,…} 的 
象 。 

对 任 给 的 序列 {fn n = 0,1,…}, 它 的 Z 变换 定义 为 : 


十 co 
F@)=>0 faz. (6.4.1) 


n=0 
id: 
ZA fn} = F(Z), 
将 反 变换 记 为 : 
Z{F(Z)} = {fn}. 
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从 Z 变换 的 定义 中 可 知 F(Z) 是 以 序列 {fn n = 0,1,…} 为 系数 的 罗 朗 级 数 
(6.4.1)。 只 有 在 罗 朗 级 数 收敛 的 区 域 上 象 函 数 F(Z) 才 存 在 。2 变换 的 主要 性 质 
有 : 

1. 线性 : 已 知 序列 {fn} {gn} 对 应 的 Z RA F(Z),G(Z), Ra Mb AE 
意 常数 , HU: 


Z{afn + bgn} = aF(Z) + bG(Z). (6.4.2) 


2. 向 左 移 位 : 已 知 序列 {fn} W {gn} 是 由 序列 向 左 移动 k 个 位 置 得 到 的 ， 
HD: 
gn = fntk, n=0,1,.…, 


则 序列 {gn} 的 Z 变换 为 : 
k-1 
G(z) = Z*F(Z)— Y fn. (6.4.3) 
n=0 


3. 向 右 移 位 : 已 知 序列 {fn} 设 {gn} 是 由 序列 向 右 移动 个 位 置 得 到 的 , BD: 


_ J fnrm n=k,k+1,:.., 
aan (ee Cee 


则 序列 {gn} 的 Z 变换 为 : 


G(z) = Z-kF(Z2). (6.4.4) 
4. {fn} 的 求 和 : 已 知 序列 {fa}. +: 
gn =o fe 
k=0 
则 序列 {gn} 的 Z 变换 为 : 
G(z) = ==. (6.4.5) 


5. 卷 积 : 已 知 序列 {fn} 和 {gn} 定义 它们 的 卷 积 (f, = gn} 为 : 


十 oo 
fn* gn = D> fn-K9k 


k=0 


则 卷 积 {fn * gn} 的 Z 变换 为 : 
Z{fn * gn} = F(Z)G(Z). (6.4.6) 


6. 始 值 定理 和 终 值 定理 : 已 知 F(Z) 是 序列 {fa} 的 Z 变换 ， 则 ( 始 值 定 
理 ): 
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fo= jim F(Z), (6.4.7) 
n-1 
fn= jim 2, (rz - he). (6.4.8) 


进一步 假设 lim fn 存在 , 则 ( 终 值 定理 ): 


N _y Z-i 
„lim fn = lim (Z — 1)F(Z) = Jim —>—F(Z). (6.4.9) 


7， 反 变换 已 知 F(Z) 是 序列 {fn} 的 Z 变换 ， 则 称 序列 {fn} 为 象 函 数 
F(Z) 的 反 变 换 ， 反 变换 是 唯一 的 。 因 而 序列 与 其 象 函数 是 一 一 对 应 的 。 已 知 象 
函数 F(Z) RH Z 反 变 换 的 方法 在 Muth (1977) 的 书 中 有 详尽 的 讨论 。 

Z 变换 为 构造 发 展 方程 的 离散 人 工 边界 条 件 提供 了 一 个 强 有 力 的 工具 。 例如 
Arnold, A., Ehrharht, M. and Sofronov, I. (2003) 应 用 2 变换 方法 构造 了 一 维 
线性 Schrödinger 方程 的 离散 人 工 边界 条 件 。 在 这 一 节 中 我 们 以 一 维 线性 Klein- 
Gordon 方程 为 例 介 绍 应 用 Z 变换 方法 构造 离散 人 工 边界 条 件 的 过 程 。 


6.4.2 ”离散 完全 吸收 人 工 边界 条 件 
这 里 我 们 再 一 次 讨论 一 维 Klein-Gordon 方程 的 初 值 问题 , 并 取 a = b = 1: 


u 82 
s = a +u=f(z,t), Vm=eR, te (0,00), (6.4.10) 
u|e=o = po(z)， ult=o = vil), Vz € R!, (6.4.11) 
其 中 polz), y1(x), f(x, t) 满足 4.1.1 节 中 的 条 件 。 取 时 间 步 长 At， 空 间 步 长 
Ar, Az= 1 Hp I EES. W a = (=) ,并 假设 a < 1。 令 : 
m=iAz, *=0,£1,+2,---, th=nAt, n=0,1,2,---. 
区 域 R! x [0, oo) 被 直线 
famy i=0,£1, 2+, t=tr, n=0,1,2,---, 


分 割 为 网 格 ， 以 un 表示 初 值 问题 (6.4.1)~(6.4.2) 的 解 u(z,t) 在 节点 (wi, tr) 上 
的 近似 值 , 可 得 初 值 问题 (6.4.1)~(6.4.2) 的 差分 方程 : 


unt) — 2up un l una —2uPt+uny 
AP Ax? 
Shinn EW vce (6.4.12) 


u? =yo(ai), ul =u? + Atpi(zi), i=0,+1,+2,---. (6.4.13) 


+u 
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其 中 fin = (ci 如 )。 由 于 支 集 Supp{wo(z)} c [0,]], 支 集 Supp{elk(z)} c [0,1], 
AIX Supp{ f(z, t)} c [0,1] x (0,00) 可 知 : 
u=0, w =0, i=1,I+1,---, M *=0,-1,-2,---, 
fin =0, i=II+1,-, W i=0,-1,-2,---; n=0,1, +. 
为 了 将 差分 方程 简化 在 有 界 区 域 上 进行 计算 , 4: 
Eha = {(x141, tn) || n=0,1,---} 
Bh, = {(e-1,tn) || n=0,1,---} 


我 们 试图 在 OP, 和 28， 上 找 出 差分 方程 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 满足 的 离散 
边界 条 件 。 首 先 考虑 问题 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 (un, i = 0,+1,+2,...;n = 
0,1,2,…} 的 限制 (un, i= L I+ 1, n=0,1,2,--+}, 它 满足 下 面 的 差分 方 
程 和 初始 条 件 : 


upt! 2+ 1 


Ai Az? tur 
=0, t=1+1,1+2,---, n=1,2,---, (6.4.14) 
u2=yo(ai)=0, ul=u?+Atyi(2;)=0, i=I, I+1,:::. (6.4.15) 


由 于 (u?, n = 2,3,…… ,} 是 未 知 的 ， 因 而 差分 方程 (6.4.14)~(6.4.15) 的 提 法 是 
不 完全 的 。 如 果 已 知 (up, n = 2,3,…}, 则 问题 (6.4.14)~(6.4.15) 有 唯一 解 。 下 
面 应 用 2 变换 方法 求 出 问题 (6.4.14)~(6.4.15) 的 解 。 对 固定 的 i > I, 对 序列 
{u}, n=0,1,2,---} M Z 变换 , 记 : 


Z{u?} = Ui(2). (6.4.16) 
由 初 条 件 (6.4.15), 默认 uz! = 0, 则 
Zur} = ZUi(Z)， Zuz-1] = FU:(2). 
由 差分 方程 (6.4.14)~(6.4.15) 得 到 : 
ZUi(2) — 2Ui(2) + 0:(2) — (E wa _ 2U,(Z) 
+U, (Z)) + (At)?Ui(2) =0, i=I+1I+2,... 


_ (Aty? 
WAG Š 
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B(Z) = 2a + (At)? -24245. 
W {U,(Z),i=1,0+1,---} 满足 下 面 问题 : 


aUin(2)+8(2)U:(2)—aUi_1(2)=0,，i=I+1,1+2,.…: 


Ui(2) = 0，i— +oo. 


假设 


Ui(2) = (A(2) UN(2), i=I+1,I +2,- 


为 问题 (6.4.17)~(6.4.18) 的 解 , 则 A(Z) 满足 : 

aA?(Z) — B(Z)A(Z) +a = 0. 
由 方程 (6.4.20) 和 条 件 (6.4.18) 得 到 : 

1g = 82) VP = te 


2a 


进一步 可 得 4(2) 的 罗 朗 展开 : 


十 oo 
A(Z) = XZ". 


n=0 


由 此 可 得 A(Z) 的 反 变换 : 
Z{A(Z)} = {An}. 
应 用 公式 (6.4.19) 和 卷 积 定理 可 得 : 
Ur41(Z) = A(Z)Ur(Z), 


n 
k 
uly = D Anruf, n=2,3,:--. 
k=0 


(6.4.17) 
(6.4.18) 


(6.4.19) 


(6.4.20) 


(6.4.21) 


(6.4.22) 


(6.4.23) 


(6.4.24) 


(6.4.25) 


公式 (6.4.25) 是 问题 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 在 OP, 上 满足 的 离散 完全 吸收 边界 
条 件 。 完 全 类 似 地 考虑 问题 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 (un, i= 0, 土 1, 十 2,… ; n= 
0,1,2,…} 的 限制 (un, i=0,-1,-2,---; n=0,1,2,---}, ON, 我 们 得 到 : 


U_1(Z) = A(Z)Uo(Z), 


n 
uw, = So Annus, n= 2,3, 
k=0 


(6.4.26) 


(6.4.27) 


公式 (6.4.25) 和 (6.4.27) 是 问题 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 在 SP, A Xh, 上 满足 


的 离散 完全 吸收 入 工 边界 条 件 。 
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6.4.3 ”在 有 界 区 域 上 一 维 Klein-Gordon 方程 初 值 问题 的 差分 近似 


应 用 离散 完全 吸收 人 工 边 界 条 件 (6.4.25) 和 (6.4.27) 可 将 差分 方程 (6.4.12)， 
(6.4.13) 简化 到 有 界 区 域 上 : 


n+l n—1 n = n n 
upt —2up tup + 


Ae AZ +u = fin, 
i=0,1,2,---,; n=1,2,---, (6.4.28) 
n+l 
upi =o Anu, n=1,2,---. (6.4.29) 
k=0 
n+l 
urp = 》 Ansi-eug, 2=1,2,---. (6.4.30) 
k=0 
u? = po(zi) u} = u? + Atyi(ai), i=—1,0,1,.… ,T+1. (6.4.31) 


从 前 面 的 分 析 可 知 差分 方程 (6.4.12), (6.4.13) 和 差分 方程 (6.4.28)~(6.4.31) 是 等 
价 的 , 即 车 (un, i=0, +1, +2,---; n=0,1,2,---} 是 差分 方程 (6.4.12)~(6.4.13) 
的 解 ， 则 它 的 限制 (un, i = 一 1,0,1,2,… I+ 1; n = 0,1,2,…} 是 差分 方程 
(6.4.28)~(6.4.31) 的 解 。 反 之 若 (un, i = 一 1,0,1,2,… ,T+1; n=0,1,2,.…} 
是 差分 方程 (6.4.28)~(6.4.31) 的 解 , 则 它 是 差分 方程 (6.4.12)~(6.4.13) 的 解 (un, 
二 0, 土 1, 土 2,… ; n=0,1,2,---} 的 限制 。 

假设 问题 (6.4.10), (6.4.11) KIAR u(x,t) 足够 光滑 , 并 且 0 < a < 1。 应 用 标 
准 的 分 析 方法 (Morton and Mayers, 2005) 可 知 差分 方程 (6.4.12), (6.4.13) 是 稳 
定 的 , 并 且 有 二 阶 精度 的 误差 估计 。 因 而 我 们 得 到 的 差分 方程 (6.4.28)~(6.4.31) 
是 稳定 的 , 也 有 二 阶 精度 的 误差 估计 。 本 节 的 主要 内 容 来 自 论文 (Han and Zhang, 
2009)。 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Bao and Han (1999); Han and Bao (1999); Han, 
Lu and Bao (1994); Ying (1977), Han and Ying (1979): Arnold, Ehrharht and 
Sofronov (2003)。 其 他 相关 的 问题 可 参阅 Xanthis and Schwab (1991); Thatcher 
(1976); Han, Bao and Wang (1997); Han and Huang (1999-A, 1999-B, 2001-A, 
2001-B)。 
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在 这 一 章 中 我 们 应 用 以 位 势 理论 为 基础 的 边界 积分 方程 方法 在 任意 形状 的 
人 工 边界 上 构造 出 隐 式 人 工 边界 条 件 ， 以 打破 对 人 工 边界 形状 的 限制 (例如 对 
二 维 二 阶 椭圆 型 方程 外 问题 的 人 工 边界 可 选 为 任意 光滑 的 闭 曲 线 )。 我 们 将 讨论 
Poisson 方程 的 外 问题 , Helmholtz 方程 的 外 问题 , Navier 方程 组 的 外 问题 , 声波 
在 空间 中 的 传播 问题 等 。 在 任意 形状 的 人 工 边界 上 构造 出 隐 式 人 工 边界 条 件 后 可 
将 定义 在 无 界 区 域 上 的 问题 等 价 地 简化 为 有 界 区 域 上 的 问题 进行 数值 计算 。 


7.1 二 维 Poisson 方程 外 问题 的 隐 式 边界 条 件 
我 们 再 一 次 讨论 下 面 二 维 Poisson 方程 外 问题 : 


—Au= f(z), V z € Q, (7.1.1) 
u|r = 0, (7.1.2) 
当 |z| 一 +o}, uA F. (7.1.3) 


其 中 Q eR? 是 以 卫 为 边界 的 外 区 域 。 问 题 (7.1.1)~(7.1.3) 就 是 1.1 节 中 的 
问题 (1.2.1)~(1.2.3)。 在 1.1 节 中 在 圆周 人 工 边 界 TR = (z | |z| = R) E, RN 
得 到 了 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 。 

在 这 一 节 中 引进 任意 形状 的 人 工 边界 Ta: 


zı = 2,(s), 
se) |. 0<s<l, (7.1.4) 


2 = T2(8). 


并 且 zi(0) = 21(l), z2(0) = zz(1)。 

Ta C Q 是 一 条 简单 光滑 闭 曲 线 , Ta 将 外 区 域 分 割 为 有 界 区 域 Q, 和 无 
界 区 域 Ne (WA 7-1)， 并 假设 f(z) = 0, Vr € f2。。 在 任意 形状 的 人 工 边界 Ta 
E, 如 何 找 出 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 解 满足 的 边界 条 件 ? 我 们 将 应 用 位 势 理论 
和 边界 积分 方程 方法 回答 上 述 问题 。 
7.1.1 二 维 Laplace 方程 的 单 层 位 势 、 双 层 位 势 和 它们 的 微 商 


考虑 二 维 Laplace 方程 : 
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Q, 
图 7-1 
—Au(z) = 0, (7.1.5) 
它 的 基本 解 为 (Kythe, 1996): 
E(z,y) = -去 ml — |, Yz, y € R2. (7.1.6) 
基本 解 E(x, y) WE: 
—A,E(z,y) = 6(z — y). (7.1.7) 


设 Fa 将 R 分 割 为 有 界 区 域 QA 和 无 界 区 域 2。。 对 于 Ta 上 的 已 知 函 数 u(x) 
和 p(x). >: 


v(x) = | u(y)ln|z — yldsy, z€ R?, (7.1.8) 
Ta 

wm= | plo); lnlz — yldsy, z€ R2, (7.1.9) 
Ta Y 


其 中 ny = (nb n2)? 表示 在 点 VEe Ta 上 区 域 O, 的 单位 外 法 向 向 量 。 

称 由 式 (7.1.8) 和 式 (7.1.9) 定义 的 函数 ur(z) 和 wrr(z) 为 对 应 于 密度 函数 
u(x) 和 p(x) 的 单 层 位 势 和 双 层 位 势 。 

首先 我 们 叙述 若干 古典 位 势 理 论 的 结果 (Chen and Zhou, 1992)。 假 设 密度 
函数 p(x), p(x) 在 Ta 上 连续 , 则 下 面 引 理 成 立 : 

引 理 7.1.1 MAH vi(z) 和 双 层 位 势 wurr(z) Æ R? \ Ta 上 处 处 连续 可 


微 , 并 且 满 足 Laplace 方程 (7.1.5)。 . 
引 理 7.1.2 HEMA ur(z) 在 每 一 点 z € R2 上 一 致 收敛 ,而 且 在 全 平面 
R? 上 定义 了 一 个 连续 函数 。 a 


引 理 7.1.3 ” 双 层 位 势 vr(z) 在 全 平面 上 有 定义 , 在 曲线 Fa 上 有 如 下 第 一 
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类 间断 , 即 对 任意 z € Ta, 我 们 有 : 


ð 
lim _ uri(z') = 一 rp(z) + [ Ply) Bn nl —yldsy, (7.1.10) 
a! 2,2/E QA Ta 
lim  urí(z') = mp(z) +f po) tal — yldsy. KAREN 
m 2,2/ERe Te 
a 


我 们 分 别 在 闭 区 域 4 和 N. 上 定义 连续 的 双 层 位 势 函数 : 


uir(z)，YZE Qa, 
ur (z) = ð 
-apla)+ Í olg yldsy, Vz e Pa 
Ta ny 


u(x), V z€ ~ 
vp; (2) = 
mp(x) +f PW) a, Z inje — yldsy, V z € TA. 
ra 


下 面 我 们 研究 单 层 位 势 在 Ta ‘Etosha. 对 于 任意 > € ra 我 们 采用 
下 面 的 记号 定义 单 层 位 势 在 Ta 的 外 侧 和 内 侧 的 外 法 向 微 商 : 


Buls) m LE- ole) 
Dns ea oa “* (rnia) 
our(z) _ ë vr(z) — v(x" ) 
| 02149) 
其 中 nt, n 分 别 表示 过 点 z € TA 上 的 法 线 在 Q. 和 Na 的 部 分 (W 
7-2)。 


图 7-2 


引 理 7.1.4 EAA ur(z) 在 点 z € Ta 存在 外 侧 和 内 侧 的 外 法 向 导数 ， 


并 且 ， 
a a 
our = im WW) Fn In |x — yldsy + u(x), (7.1.14) 
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av 
wn = 12 wage In |x — yldsy — xn(z). (7.1.15) 
a 
引 理 7.1.5 YEAR vi(z) 在 任意 一 点 z € Ta 存在 连续 的 切 向 微 商 , 并 
A, 

a a 
a = J Hy) Be In|x — yldsy, (7.1.16) 
其 中 sz = (—n2, ni)? 与 单位 外 法 向 nz = (ni, n2)? A. " 


进一步 我 们 研究 双 层 位 势 ur (z) 在 边界 Fa 上 的 外 法 向 微 商 。 首 先 有 下 面 的 
引 理 (Han, 1988). 


引 理 7.1.6 ”对 任意 z, y € R2, HoA¢y, 则 下 面 的 等 式 成 立 ; 


2 P 
om el zw, (7.1.17) 


其 中 , n, = (ml, n2)", n = (nl, n2)T 是 两 个 单位 向 量 , sp=(—n?2, ni), sy = 
(—n2, n1)T 分 别 垂直 于 nz 和 nyo 


证 明 
设 : 
z = (z, 22)", y = (uu, 2)", r = |z- yl, 
1 2 2 
H = In|x -y| = s ií((zi — 1)? + (z2 — y2)*}. 
经 过 简单 的 计算 可 得 : 
OH _ (zı -n)? — (z2 - y2)? 
Oy1071 k 
PH _ PH _ 2(mi- )(z2- y2) 
Oy2dr, Oy1072 r4 i 
PH _ (zi — yi)? — (a2 - yo)? _ ne OPH 
Oy2072 ` m emnar 
由 此 可 得 : 
PH PH 
OH _ (n},n2) werl Ay, Ox2 $ 
OnyOn, `P Y oH 8H 2 
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3H PH 
Satay n?) Oy0z, yðr -n2 
“i H OH ne 
Oy2071 Oy2072 
Jata 
 @s9s>_ 
引 理 获 证 。 . 


现在 来 考虑 双 层 位 势 urr(z) 的 微 商 ， 对 z € RAR z € Re) 及 单位 向 量 
nz = (ni, n2)T, WA: 


aurr(z) = a? u 
or na ra O man BI yldsy 


将 等 式 (7.1.17) 代入 上 式 右 端 可 得 : 


-| Fonte 
on, = ra PO 55557 nl yldsy, 


其 中 s =(—n2, nb)? 是 [4 在 点 y 上 的 单位 切 向 量 ,ss=(-n2，ma)r JSR 
HF n, 的 单位 向 量 。 假设 p(x) 在 FA 上 连续 可 微 , 在 上 式 中 进行 分 部 积分 并 且 
记 pa) = VE, 表示 p(z) WMR FA 对 弧 攻 的 微 商 ,可 得 : 

ð 
WO -| amle- las, 
因而 双 层 位 势 在 任意 一 点 z € 4( 或 ze 2.) 沿 nz 的 方向 微 商 可 表示 为 一 个 以 
ia) 为 密度 的 单 层 位 势 的 沿 s。 的 方向 微 商 。 

由 单 层 位 势 在 曲线 FA 上 的 切 向 微 商 连 续 , 可 得 双 层 位 势 urr(z) fE z € TA 
上 的 外 法 向 微 商 的 连续 性 ， 即 ; 

引 理 7.1.7 i ple) 在 FA 上 有 连续 的 微 商 , 双 层 位 势 urr(z) Æ z € TA 
上 的 外 法 向 微 商 连续 ,并且 ， 


Burr(z) a ; 
= 二 一 l 一 A i al 
Bi. Oss mp) njx—yldsy, z€ Ta, (7.1.18) 


其 中 p(x) 表示 p(x) 沿 曲线 Da 对 弧 长 的 微 商 。 . 
引 理 7.1.8 ”关于 单 层 位 势 vr(z) 和 双 层 位 势 wrr(z) 在 无 穷 远 处 的 性 质 有 
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下 面 的 结果 成 立 : 
(i) lim s@)= im J u(y) In |x — yldsy 
per | 一 oo Jr. 
0; 3 i, u(y)dsy = 0, 
Ta 
= (7.1.19) 
œ, ï 人 HA(y)dsy Z 0. 
G) fim vn) = tim pla) gp led =0. (7120) 
证 明 
(i) 4: i 
Ho = T f. S uy)dsy, 
则 : 


wa)=po f mie- yldsy+ f. (u(y) — Ho) Ima — yldsy=pomn (x) + nal), 
其 中 
u(2) = J. In|z — yldsy, ua(z) = Í u(y) In |x — yldsy, u" (z) = pla) — 


显然 : 


lim ui(z) = lim | In |z — yldsy = eo, 

Iz|—oo Iz|—oo Jr, 

u2(z) = 人 p*(y) In |x — yldsy = J. H (y)(In |x — y| — In |x — yo|)dsy, 
"A A 


其 中 yo € Na 是 一 个 固定 点 。 
由 


|r -yl 
li In |x — In |x — = lim In =0, 
qu tia y| — In| — gol} = Bm. PETA] 


对 ye Ta 一 致 地 成 立 , 可 得 i wa u2(z) = 0, ÆA (7.1.19) 获 证 。 
(ii) 由 于 


(zl — yn} + (22 — yo) owt 
|z — yl? lz 一 外 


jami v| = 


则 ) _ om jx — y| = 0 Wy € Fa 一致 地 成 立 , (7.1.20) 获 证 。 . 
zl 一 oo Əny 
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7.1.2 CE Poisson 方程 外 问题 的 隐 式 人 工 边 界 条 件 的 推导 


回 到 二 维 Poisson 方程 外 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 和 任意 形状 的 人 工 边 界 Fa (I 
图 7-1)。 问 题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 解 u(r) 在 区 域 2. 上 满足 : 


—Au(z)=0, Vr e ñ, (7.1.21) 
当 |z| 一 oo, u 有 界 . (7.1.22) 


TERR Ne 上 应 用 Green AR, 可 得 : 


wa) = 5 fy) ge mle -vlasy 


-去 | duly) 


on Fry In|z—yldsy +a, V z€ fe. (7.1.28) 


其 中 , a 是 一 个 常数 , 并 且 a = i (Z), 
由 公式 (7.1.23) 可 知 在 区 域 8。 上 我 们 将 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 解 u(x) 表 
示 为 单 层 位 势 和 双 层 位 势 的 和 。 应 用 单 层 位 势 的 连续 性 和 双 层 位 势 在 Ta 上 的 间 
断 性 , 对 z € Ta 可 得 : 
ð 
zoz J) gp le — las, 


1 duly) 
“>x J; 所 Dn, In|z — 
进一步 由 公式 (7.1.23) 应 用 单 层 位 势 法 向 微 商 的 性 质 和 双 层 位 势 在 Fa 上 法 向 微 
商 的 连续 性 可 得 : 
1pu(z) _ a " 
See Í. "Scag ds 
1 f duw) ð 
2r Jr, ny Ən; 


yldsy+a, V ze TA. (7.1.24) 


=—In|r-wlds,, V ze (TA, (7.1.25) 


其 中 ， 


d du(y) 
[rx i Diy In |x — y|dsy = ds err In|x—yl|dsy, V z€ Ta. (7.1.26) 


在 人 工 边 界 Pa 上 等 式 (7.1.24) 和 (7.1.25) 给 出 了 原 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 
解 w(z) 满足 的 两 个 隐 式 人 工 边 界 条 件 。Johnson and Nedelec (1980) 应 用 其 
中 的 条 件 (7.1.24) 将 原 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 OQ, 上 
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的 数值 求解 问题 ， 在 文献 中 他 们 的 方法 被 称 为 有 限 元 与 边界 元 耦合 的 Johnson- 
Nedelec 方法 。 下 面 我 们 同时 应 用 两 个 隐 式 边界 条 件 (7.1.24) 和 (7.1.25), 将 原 问 
题 (7.1.1)~(7.1.3) 简化 为 有 界 区域 2; 上 的 数值 计算 问题 (Han, 1990). 

设 u(x) 是 原 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 解 , >: 


Ou(x) = 
Fel. a (ayasa =0, (7.1.27) 


可 将 隐 式 边界 条 件 (7.1.24) 和 (7.1.25) 改写 为 : 


A(z) = 


uF 1 ð 
gue) = J: Wan, In|x — yldsy 


1 
-去 | My) In|x—yldsy+a, VzeTa. (7.1.28) 
2r Jr, 


Əu(z) 
Ən, 


š 1 
"a = zA) + AA u(y) 二 一 一 一 过 On, In |x — yldsy 


1 
ei. Ay) ga mle -yldsy, V ze TA. (7.1.29) 


应 用 隐 式 边界 条 件 (7.1.28) 和 (7.1.29) 可 将 原 问题 (7.1.1)~(7.1.3) 简化 为 有 
界 区 域 O, 上 的 边 值 问题 : 


—Au(z) = f(z), V z€ Q, (7.1.30) 
u(x)|r = 0, (7.1.31) 
Əu(z) T 
Tp, DO + ae Í. “Fact l- las, 
1 
-4 I. Aw) In|x—yldsy, V ze La, (7.1.32) 


1 aL ð 
gu) = >= J: “Won, In |x — yldsy 
1 
-去 / My)Inlz—yldsy+a, V z€ TA, (7.1.33) 
an Jr, 


其 中 函数 ulr), A(z) 和 常数 a 是 未 知 的 。 
引进 函数 空间 : 


H1(0Q,) = {v | v e H1(0,), J Bo|r = 0), 
H;š(Pp.) = fu | we HŻ (TA); 并 且 人 Hz)dsz = o}, 


V = HQ) x Hy? (TA). 
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对 任意 (v, u) € V, (v, u) 的 范 数 定义 为 : 
lle llv = {lella + Wall ajar? 
则 有 界 区 域 Q, 上 的 边 值 问 题 (7.1.30)~(7.1.33) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 (Han, 1990): 
找 (u, à) E V., 4E 
a(u,v) + ; <v, À> +b (%. 2) 
1 ð 
E 人 i Aa) 5, In |x — yldsydsz 
= F(v), Ww € H(A), (7.1.34) 
1 ð 
-isun >ant f. f uueg in le—vldsydss=0 


Vu € H7"? (TA), (7.1.35) 


其 中 ， 
a(u,v) = Vu. Voda, V u,v € H}(Q), 
Ni 
<v,A>= i v(w)Aa)ds,, v € H1(9), V Xe Hs (La), 
Ta 
bn) = 去 / f Ay) q(x) In |z — yldsydsz, YA, u € BZ2(pa), 
27 Jra Jra 


F(v)= Í, jz)v(z)dz. 


$: 
A(u, à; v, u)=a(u,v) +0(%.2) + D(A, n) +5 <v,A> -3 <u> 
1 ð 
E- [i J. Mu) Sa ln |z — y|dsyds, 
1 ð 
te rs uala) Say ln |z — yldsydsz, (7.1.36) 
则 变 分 问题 (7.1.34)，(7.1.35) 等 价 于 : 
{ R (wA) € V, 使 aisn 
A(u, à; v,u) = F(v), Y (v, u) € V. 


Alu, A; vu) 是 定义 于 V x V 上 的 双 线 性 形式 。 对 于 双 线 性 形式 4 有 下 面 
的 结果 (Han, 1990): 
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引 理 7.1.9 ”存在 正 数 M > 0, 8 > 0 使 


|A(u, à; v, 4)| < M||(u, Nlvll, lv V (u,A), (v, u) € V, (7.1.38) 
Alv, m vu) 2 Bll nlli Y (v.u) € V. (7.1.39) 


应 用 Lax-Milgram 定理 立即 可 得 : 

定理 7.1.1 MER f EHG) 变 分 问题 (7.1.37) 存在 唯一 解 (u, A) € 
V， 其 中 u(x) 是 原 问 题 (7.1.1)~(7.1.3) 的 解 在 有 界 区 域 Qi 上 的 限制 ， 并 且 
A(z) = Fula ° . 
Ən, ra 

附注 7.1.1 ” 边 值 问题 (7.1.30)~(7.1.33) 与 变 分 问题 (7.1.34) 和 (7.1.35) 是 
等 价 的 , 但 是 在 变 分 问题 (7.1.34) 和 (7.1.35) 中 未 知 常数 a 已 经 消失 了 。 

附注 7.1.2 ” 变 分 问题 (7.1.37) 中 的 双 线 性 形式 Alu, A; v, u) 不 是 对 称 的 
( 它 是 斜 对 称 的 ), 但 是 它 满足 强制 性 条 件 (7.1.39)。 强 制 性 条 件 (7.1.39) 十 分 重 
要 ， 它 保证 了 变 分 问题 (7.1.37) 的 存在 唯一 性 ， 它 也 是 后 面 数 值 解 误 差分 析 的 
基础 。 

ME 7.1.3 4: 


A*(u, As wp) =a(u, v) +b (=. = 


- 支 人 J. A(y)v 2) 5 nle = yldsydsz 
Ta 


== zJ. fw u(u)n(z) Iie In |x — yldsydsz. (7.1.40) 


yawns <uA>+5 <u,n> 


在 变 分 等 式 (7.1.35) 两 边 同 乘 以 —1, 应 用 双 线 性 形式 4*(uw, A; vu) TREI 
问题 (7.1.37) 改写 为 下 面 的 等 价 形式 : 
{ HR (uA) EV, 使 (7.1.41) 
A*(u, à; vn) = F(v), V (v.u) € V. 
其 中 双 线 性 形式 A (u, A; v, u) 是 对 称 的 , 但 是 它 不 满足 强制 性 条 件 。 变 分 问题 
(7.1.41) 是 Costabel (1987) 给 出 的 。 变 分 问题 (7.1.37) 和 变 分 问题 (7.1.41) 是 完 
全 等 价 的 。 


7.1.3 SSM (7.1.37) 的 有 限 元 近似 解 和 误差 估计 


假设 Hn, Bl Bh DIA HQ) 和 HT? (Pa) 的 有 限 元 子 空间 ， 并 满足 
性 质 : 
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inf lv — valli, < ChE lolt Vv € H1(Qi) Q HW 11(0,), (7.1.42) 
vn€Hn, 
ee lla — pnll_y2.ra < CRF |u|s,-1/2,Tas 
Y p € H7"? (TA) n Hz-V2(TA)， (7.1.43) 


其 中 y, y 为 正 数 。 有 限 元 子 空间 Hn 和 Bh 的 具体 构造 可 参阅 Han (1990). 
4: 


Va = Hh, x Bha- (7.1.44) 


我 们 得 到 空间 V 的 一 个 有 限 元 子 空间 Vi, 在 变 分 问题 (7.1.37) 中 用 Vi 代替 空 
EV, 得 到 变 分 问题 (7.1.37) 的 有 限 元 近似 : 


{ R (un, An) € Vh» 使 a6 


Alun, Àn; Uns Hh) = F(vn), V (ns Hn) € Vh- 
下 面 的 结果 成 立 (Han, 1990): 
定理 7.1.2 
(i) 离散 变 分 问题 (7.1.45) 存在 唯一 解 (un, An) € Vie 
(ii) 假设 连续 变 分 问题 (7.1.37) 的 解 (w(z),A(z)) 满足 : 


u(x) € HI(Q)N HYHA), Mz) € H7"? (Ta) 0 HP? (La), 


则 下 面 的 误差 估计 成 立 
上 一 wa 入 一 Allv < CLAY" luli + AF |Aly—1/2,ra}s (7.1.46) 
其 中 C > 0 是 一 个 常数 , 不 依赖 于 有 限 元 子 空间 Vao . 


7.2 三 维 Poisson 方程 外 问题 的 


隐 式 人 工 边 界 条 件 
设 Q c R3 是 以 了 为 边界 的 外 区 域 , 其 中 CRS 是 一 光滑 的 简单 闭 曲 面 。 
考虑 三 维 Poisson 方程 外 问题 : 
—Au(z) = f(z), V z € 0, (7.2.1) 
ulr =0, (7.2.2) 
当 |z| — oo 时, u — 0. (7.2.3) 
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引入 任意 形状 的 人 工 边界 Pa, Ta C Q 是 一 光滑 的 简单 闭 曲面 。 T'a 将 外 区 域 Q 
分 割 为 有 界 区 域 Q, 和 无 界 区 域 Qo 并 且 假设 在 O, 上 f(x) = 0。 在 这 一 节 中 我 
们 在 人 工 边 界 Ta 上 推导 三 维 Poisson 方程 外 问题 的 人 工 边界 条 件 。 三 维 Laplace 
方程 的 基本 解 为 (Chen & Zhou , 1992): 


uy 1 


E(.y) = 7 lea’ (7.2.4) 
它 满足 方程 : 
—AyE(z,y) = 6(x — y). (7.2.5) 
对 于 曲面 Pa 上 的 已 知 函 数 u(x) p(x), >: 
ur(z) = 人 pg id VreR', (7.2.6) 
= Oo (1 3 
up (x) = 人 AW ar, (z = z) dsy, VaeR’, (7.2.7) 


其 中 n, = (nl,n2,n3)T 是 曲面 Pa 在 点 ze Ta 上 区 域 Re 的 单位 外 法 向 向 
量 。 称 wur(z) 和 wrr(z) 为 三 维 Laplace 方程 的 单 层 位 势 和 双 层 位 势 。 类 似 于 二 维 
的 情况 , 我 们 有 (Chen & Zhou, 1992): 

引 理 7.2.1 ” 设 密度 函数 w(x), p(x) 在 Ta 上 连续 , W: 

(i) 单 层 位 势 w(z) (7.2.6) 在 R? 上 连续 , 并 且 除 去 曲面 Ta 外 vi(z) 是 调和 
函数 即 Aur(z) =0, Vz ER? \ Tae 

(ii) 双 层 位 势 urr(z) 在 有 3 \ Ta 上 连续 并 且 是 调和 函数 , 在 Fa 上 有 如 下 第 
一 类 间断 : 


se A urr(z') = 2rp(z) + vr(z), V z € Ta, (7.2.8) 


lim _ urí(z') = —2mp(z) + r(x), V z€ TA (7.2.9) 


TET EN 


(iii) 单 层 位 势 vr(z) 在 Ta 上 的 法 向 微 商 有 第 一 类 间断 : 


Wi ss ' 

ou = 2an(a)+f nD í; = 本 dsy, Vxela, (7.2.10) 
Ovi(z) _ a 1 

“ant =2au(a)+f Mog PET] dsy, Varela (7.2.11) 


(iv) 单 层 位 势 wr(z) 在 Fa 上 的 切 向 微 商 连续 。 
对 于 单位 向 量 nz = (nl,n2.n3)T, 4: 
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= (0,—n3,n2)", 

52,2 = (n2,0,—nz)", 

35 = (—n2,n1,0)7. 
则 向 量 siz, S22 和 sa,z 垂直 于 nz, 但 一 般 情况 下 ，s1,z，s2,z 和 s3,z 不 是 单位 
向 量 。 如 果 ns 是 曲面 Ta 在 点 z 的 单位 外 法 向 向 量 , 则 s1,z，s2,z 和 saiz 是 


曲面 Pa 的 三 个 切 向 量 。 为 了 研究 双 层 位 势 的 微 商 , 首先 证 明 下 面 的 引 理 (Han, 
1994-A, 1994-B)。 


引 理 7.2.2” 当 zy 时 , 下 面 的 等 式 成 立 : 


— (aa) ~~ Bass (Fa) 
OnzOny \Iz—y) £ OSk2OSky \le -yl 


证 明令 : 


H(z,y) = = 


一 个 直接 计算 可 得 : 
$ oH _(@H , PH ninja ( OH , OH ) ming 
a Osk208ky \Ox20y2  Ox30y3) ”YY  \Brıðyı OraOys)/ 7 ¥ 
H | PH Jin 

Ox,0y, 3z2ðy2) 7 V" 
H 12 H ,, PH 


= = _ 8.4 
Ox20y1 Nany Bridy "V B71Oys ° y 
PH ,, HH 2,3 OH s 2 
anon nzny 一 Orde" Imap 
应 用 等 式 
3 gH 
da DriOy 
和 等 式 
2U SE ag pes, 
ðziðy; xzjðyi 
可 得 : 


3 OH PH iy 3H 
L 二 一 > nini = 一 . 
= Osk,zOsk,y — Ər,Əv; * Y OnzOny 


引 理 获 证 。 . 
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EB zo € R3 \ Pa， 和 单位 向 量 nz = (nl, n2, n3)", E zo 双 层 位 势 wrr(z) 
沿 nz 的 方向 导数 存在 , 而 且 


Ovri(zo0) _ g ( 1 
One 一 j PO) Fan, zo — v| J * 
s 
8 1 
-n RS 
> [Mr (joa) 
3 
ð ð 1 
ae. — ds 
£1 95k, Í. PO) Sar (s = 7) i 


=1 


(he 


Osk,z Jr, Osky N|zo — yl 
这 样 我 们 将 双 层 位 势 在 点 zo 的 方向 导数 表示 为 三 个 单 层 位 势 的 方向 导数 之 
Al. + zo — z € Ta, HM nz X z € TA 对 区 域 Q 的 单位 外 法 向 向 量 ， 由 单 层 
位 势 vi(z) 在 边界 曲面 Ta 上 沿 切 线 方向 微 商 的 连续 性 可 得 : 


Əurr(z) 9 apy) (1 

5n > Osk,z Jra 8sky (E = x) den sai 

即 有 : 
引 理 7.2.3 ” 设 密度 函数 p(x) 在 Ta 上 存在 一 阶 连续 微 商 ， 则 双 层 位 势 
urr(z) 在 曲面 FA 上 外 法 向 微 商 连续 , 并 由 (7.2.12) 给 出 。 . 
引 理 7.2.4 4 |z| — oo 时 , 单 层 位 势 wur(z) 和 双 层 位 势 wr(z) BFS, 

即 : 
= 1 — 0, 4 |x| — oo Bf, .2.13) 
ua= 上 人 于 (7 


ð 1 
vn (2) = ñ Ply) Bn (=a) dsy — 0, %4 |z| — oo 时 . (7.2.14) 


a 
本 到 问题 (7.2.1) ~(7.2.3), 其 解 u(x) 在 无 界 区 域 2。 上 的 限制 , 满足 : 

—Au(z)=0, V re 0, (7.2.15) 

4 |z| 一 oo Bf, u(x) 一 0. (7.2.16) 


在 Ne LAH Green AR, 可 得 : 


w=- J, uoaa (=a) = 


1 du(y) 1 
= y. ¥ Res 2. 
tir m ôn, (Ea dsy z€ (7.2.17) 
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即将 原 问题 的 解 v(z) 在 区 域 Q. 上 表示 为 双 层 位 势 和 单 层 位 势 之 和 。 应 用 
单 层 位 势 和 双 层 位 势 的 性 质 , EATUR Pa 上 得 到 : 


AYAY 1 f Buy) 1 
em uoa (aa) taa er 
veers. (7.2.18) 
1 Əu(rz) -A 1 
2 One |r, 去 人 uly Dam (ea) 
1 f yo (1 
+2). ee Ges Ne dsy, Vela. (72.9) 
其 中 ， 
Əu(u) 1 
iz coe (EE) “xe a bey BH ETH 


(7.2.20) 
等 式 (7.2.18) 和 (7.2.19) 是 原 问 题 (7.2.1)~(7.2.3) 的 解 u(x) 在 人 工 边界 Fa 上 
满足 的 隐 式 人 工 边界 条 件 。 


令 : 
A(z) = e N (7.2.21) 
可 将 隐 式 边界 条 件 (7.2.18) 和 (7.2.19) 改写 为 : 
1 1 ð 1 
=a, oan (ea) 
+= Í. MI 可 dsw， V ze TA: (7.2.22) 
ou(z)| _ 1 i 82 1 
| > (ea) 
+ a MY) Fae 2 (= =) ds, Ysera. — (7.2.23) 


应 用 隐 式 人 工 边界 条 件 (7.2.22) 和 (7.2.23) 可 将 原 问题 (7.2.1)~(7.2.3) 等 价 地 简 
化 为 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 边 值 问题 : 


一 Au(z) = f(x), V z € %, (7.2.24) 


u|r =0, (7.2.25) 
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z f." uoa (is 


Ea 
十 一 入 (2/ ds,, V z€ TIA 7.2.26 
ah Opa a (7.2.26) 


1 1 ig 1 
一 二 AZ -去 / u wom (oa) 
ra 2 ) 48 TA (W) nen | 一 中 “ 


1 ð 1 
tiz 人 MW) Fae (=a) dsy. Varela. (7.2.27) 


H1(Q,) = {v | v € H'(Q), vlr=0}, V = HEM) x HY? (L). 
对 (v, 4) € V, (o, n) 的 范 数 定义 为 : 
lli, llv = {llel + llul, r], 
则 边 值 问题 (7.2.24)~(7.2.27) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 
RAEV, 使 
alu) +3 < À > +bo(u v) + 去 Í. Í. Aula) ge 


Ç (=a) dsydsz = F(v), Wve Hi(%), (7.2.28) 
1 
-3 <H> +a(A y) = 在 人 J: u(y) nags 
. 1 1/2 
(5 = a) dsydsz, YAE ‘(Ta), (7.2.29) 


其 中 ， 


a(u,v) = J Vu + Vude, 


bo(u, v) 一 一 iJ somes, (a pog) ids 


-EX f |. Wa as (ea) e 
noaw=a f f. Nuala) (>) evden 


coals fvdz. 
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$: 


A(u, A; v, u) =a(u, v) + bo(u, v) + bı (A, u) +5 <v,A> -3 <u> 


1 ð 1 
+ I. E Aae) Sa ( PE ) dsydsz 


ve na 下- (4) ds,ds2, (7.2.30) 


1 1 
A*(u, Nu, #) =a(u, v) + bolu, v) — bi (A, u) + 了 <v,A> +3 <u> 


1 affı 
-去 人 六 Awla) (=a) dsydss 


| J, utua) (=) dsydsz, (7231) 
可 将 变 分 问题 (7 2.28) (7.2.29) 改写 为 下 面 两 个 等 价 的 变 分 形式 ; 
{ 找 (ud) € V, 使 


(7.2.32) 
A(u, Nv u) = F(v), V (vn) € V, 

{ 找 (uA) € V, 使 (7.2.33) 
A* (u, à;v, u) = F(v), V (v.u) € V. 


类 似 于 二 维 的 情况 ,可 以 证 明 A(u,d;0,) 和 A*(u,A;v, u) 是 定义 于 VxV 上 
的 有 界 双 线性 形式 ，A*(w, A; uv, u) EHH, Alu, A; v, u) 是 不 对 称 的 , 但 满足 强 
制 性 条 件 , 即 存在 a > 0 使 


A(v, mv, u) > alle Wy, V (vp) € V. (7.2.34) 


应 用 Lax-Milgram 定理 直接 可 得 变 分 问题 (7.2.32) 解 的 存在 唯一 性 。 完全 类 似 于 
二 维 情形 (7.1.3 节 ) 应 用 有 限 元 方法 可 将 变 分 问题 离散 化 ,可 得 原 问题 (7.2.1)~ 
(7.2.3) 的 解 w(z) 在 有 界 计算 区 域 Q, 上 的 数值 近似 解 和 误差 估计 。 


7.3 ”Helmholtz 方程 外 问题 的 隐 式 人 工 边界 条 件 


在 1.5 节 中 我 们 讨论 了 Helmholtz 方程 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 。 在 二 
维 情况 下 选取 人 工 边 界 为 圆周 , 在 三 维 情况 下 选取 人 工 边界 为 球面 , 我 们 得 到 了 
Helmholtz 方程 外 问题 的 整体 人 工 边界 条 件 和 一 系列 高 精度 近似 人 工 边界 条 件 并 
且 保 证 在 有 界 计算 区 域 上 简化 问题 的 适 定性 。 在 这 一 节 我 们 再 研究 Helmholtz 方 
程 外 问题 , 在 任意 形状 的 人 工 边 界 Ta 上 构造 隐 式 人 工 边界 条 件 。 
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考虑 Helmholtz 方程 外 问题 : 
—Au-— ku = f(z), V r€ Q c R", (7.3.1) 
ulr = 0, (7.3.2) 
ðu . 1 š 
Fe -iku=0[——): 38 r = |z| 一 oo， (7.3.3) 


其 中 中 = 2,3，Q e R" 是 以 一 为 边界 的 外 区 域 , 为 正 实数 。f(z) 为 Q 上 已 知 
函数 具有 紧 支 集 。 
以 E,,(z, y; k) 表示 Helmholtz 方程 在 R" 上 的 基本 解 , 即 E,(z. y; k) 满足 : 


—AyEn(z, yj k) 一 k? En(z,y; k) = ó(z — y). (7.3.4) 
并 且 (Chen and Zhou, 1992), 
Falz, vik) = + Hà(k|z — v), (7.3.5) 
eiklz—yl 
Es(z,y;k) = Taal (7.3.6) 


引进 任意 形状 的 人 工 边 界 Fa C R"(n = 2 时 ra 为 一 条 光滑 的 简单 闭 曲 
线 , n = 3 时 Ta 为 一 光滑 简单 闭 曲 面 ), Ta 将 外 区 域 2 分 割 为 有 界 部 分 O, 和 
无 界 部 分 Ne HAM f(x) = 0, V z € G. 

对 Fa 上 已 知 密度 函数 p(x), p(x), 考虑 Helmholtz 方程 的 单 层 位 势 和 双 层 
位 势 : 


ur(z) = J. HY En(T,y; k)dsy, V z € R", (7.3.7) 
vite) = o) Ealen dsn, V z e R". (7.3.8) 


由 于 Helmholtz 方程 的 基本 解 E, (a2, yik) 与 Laplace 方程 的 基本 解 具 有 相 
同 的 奇 性 , BD: 


en E2(x.y;k) = 
yz 一 去 mlz- 引 ” 


i Saati) _ a, 
yr ax [z—yl 

因而 Helmholtz 方程 的 单 层 位 势 与 双 层 位 势 在 Fa 上 的 性 质 (连续 性 、 间 断 
性 、 可 微 性 ) 与 Laplace 方程 的 单 层 位 势 和 双 层 位 势 是 一 样 的 。 但 是 Helmholtz 
方程 单 层 位 势 和 双 层 位 势 在 无 穷 远 的 性 质 , WAH wrr(z) 在 Ta 上 法 向 微 商 


的 表示 式 与 Laplace 方程 的 单 层 位 势 和 双 层 位 势 是 不 同 的 。 
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7.3.1 Helmholtz 方程 双 层 位 势 在 Ta 上 的 法 向 微 商 


首先 我 们 注意 到 Helmholtz 方程 的 基本 解 具有 下 面 性 质 : 
引 理 7.3.1 对 z 关 y, 下 面 的 等 式 成 立 : 


(i) n = 2 的 情况 
OEa(x,y;k) Ezyk) ,2 
š ;k)cos(nz, ny), 7.3.9 
OnzOny DszOsy + k? Eo(x, y; k) cos(nz, ny) (7.3.9) 


其 中 , nz = (n1,n2)T, ny = (nhn) 是 两 个 单位 向 量 ，sz = (—n2,n1)7, sy = 
(Ong nj)? 分 别 垂 直 于 nz, nye 
(ii) n = 3 的 情况 


OP Bs (x, u; k) _ -$ OP Ez(z,y; k) 


2 E(x, y; k) cos(ne, ny), 7.3.10 
OnzOny DejaOsjy + k? Es(z,y;k) cos(nz, ny) ( ) 


其 中 , nz = (nl,n2,n8)T, ny = (nhn, ni) 是 两 个 单位 向 量 , s1,z = (0, —nš, 


2)", s2 = (nB,0,—n1)T, ss = (—n2,n1,0)T, siy = (0,—n3,n2)T, s2, = 
(n3,0,—n})", say = (—n2,nl,0)T, sjz(j = 1,2,3) 垂直 于 nz, sjy(j = 1,2,3) 
垂直 于 ny。 
证 明 
(i) 直接 计算 可 得 : 
0? E> (z, y; k) — na 29 az, ui k) _ nin 2 0? Ex(z;, ysk) 
Os,0sy 7V Ary amy Ox20y1 
O E2(x,y; k) 0? E2(x,y; k) 
pie ; inl i 3. 
zy r ðyz +n;ny rzðy2 (7.3.11) 
由 基本 解 的 性 质 可 得 : 
OP Ez(x,y;k) _ 0? B2(x,y;k) ay 
FEAT US) OPN 9 et peo, 7.3.12 
Ox,Oy; azjiaw ` ku ( ) 
2 f 2 " 
CN _ 22 Es(zan b) (二 
eriow Ox? 
OP E2(a,y;k) | O?E2(a,yik) ,2 
— eS - k? Elz, y, k) = 0, . 7.3.14 
Buby? Onde 2 (z, p, k) TFAY ( ) 


将 (7.3.12)~(7.3.14) 代入 (7.3.11) 可 得 : 


2 2 
二 Cn- 2” ny PEASY) | 52(q 1nd 4 n2nd) Bax, vs); 


Os,08y "u Ox Oy; 
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即 等 式 (7.3.9) 成 立 。 

(ii) n = 3 的 情形 : 

其 证 明 与 引 理 7.2.2 的 证 明 类 似 , 不 再 叙述 。 只 需 注意 到 此 时 基本 解 Bs (<x, u; k) 
满足 : 


PEs(a,ysk) _ Esl, y; k) 


ðxiðyj ðzjðyi 1<ij<3, 
Ə2Es(z; y; k) _ _ 9 Bs(z, y;k) 
ðriðyi Ox? 
82 Es(z, vik) 82 Ea (x, DN Ə2Es(z,W;k) ,2 
Ox, 0x1 Ox20y2 Ox30y3 —kE3(x,y,k)=0, rZ. 


. 
应 用 引 理 7.3.1 的 结果 可 得 Helmholtz 方程 双 层 位 势 vr(z) 在 Ta 上 法 向 微 
商 的 表达 式 : 
引 理 7.3.2 ”假设 p(x) 在 Ta 上 连续 可 微 , 则 双 层 位 势 urr(z) 在 TA 上 法 
向 微 商 连续 , 并 且 
(i) n = 2 Bf 


82 Ex (z. yi k) 
= ey). 
m 人 (y) OnzOny Sy 


ð 2 
= h bly)E2(z,y;k)dsy 


Burr(z) 
Ons 


wef p(y) E2(a,y;k) cos(nz,ny)dsy, Ysera. (7.3.15) 


(ii) n = 3 时 
Gvn(z)| _ Ealen k) 4, 
nz |r, A PY) GnzBny 


Sely) 


er p(y) E3 (z, y; k) cos(nzyny)dsy- (7.3.16) 
Ta 


a 

在 引 理 7.1.7, 引 理 7.2.3, 引 理 7.3.2 中 ， 我 们 应 用 单 层 位 势 和 单 层 位 势 的 切 

线 微 商 将 双 层 位 势 的 法 向 微 商 表示 出 来 。 这 些 结果 十 分 有 用 ， 在 实际 数值 计算 中 
避免 了 高 奇异 积分 的 计算 。 
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引 理 7.3.3 (Chen and Zhou, 1992) “4 r = |z| 一 十 oo 时 , Helmholtz 方程 
的 单 层 位 势 wr(z) 和 双 层 位 势 urr(z) 满足 Sommerfeld 辐射 条 件 : 


& E in) vr(z) = 0 (=s) ， (7.3.17) 
(š _ ik) urr(z) = o (=s) ë (7.3.18) 


对 原 问题 (7.3.1)~(7.3.3) 的 解 w(z) 在 区 域 8。 上 应 用 Green AR, 可 得 : 
u=- f uly ) a asf. TO ale Na, V z€ 0,. (7.3.19) 
即 我 们 将 Helmholtz 方程 外 问题 的 解 w(z) 在 区 域 Q。 上 表示 为 双 层 位 势 和 单 层 


位 势 的 和 。 应 用 双 层 位 势 、 单 层 位 势 及 其 法 向 微 商 在 人 工 边 界 Ta 上 的 性 质 , 我 
们 得 到 : 


SOS -f u(y) E as, + f Duly) E (x,y; k)dsy, 
2 ra ra Ony 


Ony 
VaeTla, (7.3.20) 
1 Əu(z) =-/ uly Ena vik) as, 
2 Ən; |r, Ta OnzOny 
Ou(y) OEn (x, y; k) 
7 a V z€ TA. (7.3.21) 
其 中 奇异 积分 


PE, (x,y; k) 
I. “Fon, dsy 


由 公式 (7.3.15) (n = 2 时 ) 或 由 公式 (7.3.16) (n = 3 时 ) 给 出 。 等 式 (7.3.20) 和 
(7.3.21) 是 Helmholtz 外 问题 (7.3.1)~(7.3.3) 的 解 w(z) 在 任意 形状 人 工 边界 TA 
上 满足 的 两 个 隐 式 人 工 边 界 条 件 . 

令 : 

_ aula) 


.3.22 
Ore (7.3.22) 


A(z) š 
Ta 
应 用 隐 式 边界 条 件 (7.3.20)~(7.3.21) 可 将 原 问题 (7.3.1)~(7.3.3) 等 价 地 简化 为 
有 界 区 域 O, 上 的 边 值 问题 : 
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R {u(z), 和 (Zz)}, 满足 : 


-Au 一 ku = f(z), V ze ñ, (7.3.23) 
ulr =0, | (7.3.24) 
hula) =— fue Has, + Í AGDE,G dsy, 
2 Ta Ony ra 

Varela, (7.3.25) 
Əu(z) Ə2E,,(z,u; k) 


1 
-20) 人 一 da 
OEn(z, y; k) 
— 


Ən; 


+] Aly) 
Ta 


在 有 界 区 域 Q, 上 数值 求解 边 值 问 题 (7.3.23)~(7.3.26), 可 得 到 原 问题 (7.3.1) ~ 
(7.3.3) 的 解 u(z) 的 数值 近似 ,从 而 克服 了 区 域 的 无 界 性 带 来 的 困难 。 


Vz e TA. (7.3.26) 


7.4 Navier 方程 组 外 问题 的 隐 式 人 工 边 界 条 件 
首先 我 们 在 R(n = 2,3) 上 讨论 Navier 方程 组 : 
—pAu(z) — (A+ p)V(V + u(z)) = 0, (7.4.1) 


其 中 u(x) 表示 位 移 向 量 , A> 0, 4 > 0 为 弹性 材料 的 Lamé 常 数 。 
7.4.1 基本 解 、 应 力 算 子 、 单 层 位 势 和 双 层 位 势 


记 
入 十 3 [ 1 
一 ”| 一 一 
8xp(A+24) LIz 一 外 
入 十 内 _ AT — AT N 
tire- e? We | st: 
En (7,y)= (7.4.2) 
入 十 3 [ 1 
一 一 -一 一 一 | ln ——_ I 
Axu(A+2u) | |z- yl 
入 十 内 1 T 
Ae = = , n=2. 
to ua y)(x "| n 


称 En(z,y) 为 Navier 方程 组 (7.4.1) 的 基本 解 , 并 且 ， 
—pAyEn(x,y)—(A+H)Vy(Vy ° En(x,y))=5(e —Y)In, Vr,yER", (7.4.3) 


其 中 In X n x n 单位 矩阵 (Chen and Zhou, 1992). 
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对 任意 z € 及 ”和 单位 向 量 n(x) = (nl, ,nm2)T， 定 义 下 面 矩阵 微分 算 子 
(应 力 算 子 , Kupradze, 1979): 


T (Oz, Mz) = (Tij (3z, nz))nxn, (7.4.4) 
其 中 ， 


! a 
Ty (8z, Me) = Mi + pnd -Č + på l<ij<n  (ZA5) 
Tj Ox; 


将 微分 算 子 T (On, Nne) 作用 在 位 移 向 量 u(x) 上 , 得 : 
T (dr, nz)u(z) = (Ti (u(a)),: ,Tn(u(e)))", 
其 中 ， 


T,(u(z))=AV + u(r))ns ny (SO 4 Bu; (z) 


On ) ni, 1<i<n. (7.4.6) 
i 


T(0,,n,)u(z) 表示 位 移 u(x) 在 点 ze R" 上 对 应 的 方向 应 力 。 

É ra C R" 为 一 简单 光滑 闭 曲 面 (n = 3) 或 一 条 简单 光滑 闭 曲线 (n = 
2), Ta 将 R" 分 割 为 有 界 区 域 QA MERKIR Q 以 ns = (nl,... ng)" 表 
示 在 点 ze Ta = 08。 上 的 单位 外 法 向 向 量 , 对 FA 上 已 知 的 连续 向 量 值 函数 
w(x) = (wi(x),-++ w(x)?» p(x) = (Pi(z)，… ,pn(z))T， 令 


v(x) = 了 E,(x,y)w(y)dsy, V z€ R", (7.4.7) 


VTT(Z) = i (T(Ay,ny)En(z,y))" p(y)dsy, V z€ Rn, (7.4.8) 


称 vi(z) 和 urr(z) 为 Navier 方程 组 (7.4.1) 的 单 层 位 势 和 双 层 位 势 。 假 设 向 量 
值 密度 函数 w(x), p(x) 在 人 工 边 界 FA 上 连续 ， 则 单 层 位 势 vi(z) 和 双 层 位 势 
vrr(x) 有 下 面 的 性 质 (Chen and Zhou, 1992; Kupradze, 1979): 

引 理 7.4.1 单 层 位 势 vj(z) 和 双 层 位 势 wrr(z) 在 FA 外 处 处 连续 可 微 , 并 


且 满足 Navier 方程 组 。 . 
引 理 7.4.2 ” 单 层 位 势 ur(z) 在 每 一 点 z € R" 一 致 收敛 , 在 Rn 上 定义 了 
一 个 连续 向 量 值 函数 。 . 


引 理 7.4.3 ” 双 层 位 势 urr(z) 在 空间 R" 上 有 定义 , 但 在 Fa 上 有 如 下 第 一 
类 间断 ， 即 对 任意 z € Ta, 我 们 有 


ala, 


im vrl) = 502) + Í (orm) Bo) oads (749) 
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了 /一 


1 
im, onto) = 3p)+ f ,Tm Ene) pdm. (7410) 
引 理 7.4.4 T(0,.n.)ur(z) 在 Fa 上 有 如 下 第 一 类 间断 : HF z € Tas 


lim 
m'—=,€ ÑA 


T(0,,n.)ur(z)= —e(z)+ yA T (de, rx) En(z, y)w(y)dsy, 


Va € Ta, (7.A.11) 
1 
lim | T(Ə;.n.)or(z)= pola) f T(z, Nx)En(x, y)w(y)dsy, 
2! 10,2! € Q, 2 Ta 
Va € Ta. (7.4.12) 
1 


进一步 假设 向 量 值 密度 函数 p(z) 在 人 工 边 界 Pa 上 有 连续 的 微 商 , W: 
引 理 7.4.5 “T(Ə,,n.)urr(z) 在 Ta 上 连续 , 并且 


T(Ə;,n.)orí(z) = ev. f T (dx, Mz)(T (Oy, My) En (2, y))" p(y)dsy, 
Ve € TA. (7.4.13) 
" 
上 式 右 端 积分 是 带 超 奇 性 核 的 积分 ，P.V. 的 意思 是 取 主 值 。 为 了 实际 计算 的 便 
捷 ， 下 面 分 别 在 n = 2 和 n = 3 的 情况 给 出 公式 (7.4.13) 的 新 表达 式 (Han, 
1993; Han, 1994-A)。 


7.4.2 T(Ə.,n.)urr(z) 在 TA 上 的 新 表达 式 (n = 2) 
首先 讨论 n=2 的 情况 。 对 简单 光滑 闭 曲 线 Fa, 对 zeTa=8fe 的 单位 外 
法 向 向 量 nz 二 (nl,n2)T， 4 8,=(—n2, nl)", s, 是 单位 向 量 , 而且 垂直 于 ns。 
引 理 7.4.6 “对 于 任意 z,ye R? 并 且 z u 则 下 面 的 等 式 成 立 : 


ð ð 
T (ôs, nz)(T (Ay, ny)E2(2,y))" = — Je, Ja P © y), (7.4.14) 
其 中 , sz = (n2, nl)? 和 sy = (—n2,n1)T 分 别 垂直 于 单位 向 量 maz = (n302) 
ny = (nl,na)T; D(z,y) = (Dij(.y))ax2 是 一 个 2 x 2 的 矩阵 函数 ， 其 中 ， 


A(A 十 门 1 (xi — yi) (z; — yi) 
FOE {nt |z — yl? i J: 


Dij(z,y) = 
证 明 
记 : 
Ez(x,y) = (E™ (z, y), B® (z, y)) = (Eig (2, 9) 2x2, 
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直接 计算 可 得 : 
1 ð š 
po eth Oe Bg 
deb” = ape eae f= 2 
: 1 a 1 
iv E® = oO ú 
di 了 = Fra Ow ew T 
OE2(x,y) _ _ OE2(z,y) _ 
Os = ker ss 5 £12 
£: 
(T (3y, Ny) E2(x, y))" = B = (Bij)2x2, 
则 可 得 到 : 


Bu=Tn(0,,ny)Eun(z,y) + Ti2(0,, Ny) Ba (x,y), 


ƏEn(z,y)] 1 
Ən Ja 


ƏEun(z,g) , OE (1,4) 
tuf ðm ` ðn } 


=o) (EO )ny + of? (EY), 


= {rainy €, y) + 2p 


2 
my 


Bio = Ta (Oy, My) E11 (2, y) + T22(Oy, Ny) £1 (x,y), 


a, (mean + ƏEx(z;u) ) 


1 
n, 
Oy2 on 


v 
+ Dago, y)+ ee } ny 
2 


= off) En + oP By, 


Boy = Ti (3y, Ny) Er2(2, y) + Ti2(Oy, Ny) E22(T, Y); 


OB \2(z, 
me 


OE,2(x,y) ' AF22(z,y) 
+u{ Ovy2 k oy. } 


=o) (B® )n + 012 (BO) 


= {rainy (x,y) + 2u 


2 
ny 


(7.4.15) 
(7.4.16) 


(7.4.17) 
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B22 = Tx (Oy, Ny) E12(z, y) + T22(Oy, ry) E21 (z,y); 
a { OEi2(2,y) _ OE22(t,y) \ ai 
Oye Oy z 


+ Dago, y) + 2222) n? 
2 


=o$)) (E)n + of) (B® )n2. 


因而 ， I 
By = Do (Bn, 1<i,j<2. (7.4.18) 
{=1 
进一步 令 : 
T(r,nz)(T(Oy, ny) E2(2,y))7 = A = (Aij)2x2, (7.4.19) 
W: 
2 
OBy ;， ƏBrj p 
Ag = > Tk(Or, 2) Bry = vf Dae te + Hae ns 
(OB 1 OBei o 
+uðik ( Bis nz + Ba fig h. (7.4.20) 


4i=j=1 时 我 们 有 : 


_ [. (Bu , Ba ƏBn] ， /Bl 9Bn\ > 
An = [+ (= + + Jaen ðr * Ox, ) 7 


将 (7.4.18) 代入 上 式 可 得 : 


其 中 ， 
= (A+ I) pat EO toa of E), 


ð 
WP =p k= oP (B®) + 2 2 pwo I 


ð w 
WH = A+) 2 oP) Agu Tt (B®), 


ð 
Ww? = Fe 


ð 


(BO) Zop Ee]. 
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应 用 基本 解 Ez(z,y) 的 性 质 我 们 有 : 
ð 


11 
wit = 一 二 
11 Ərz 


ð 
W = Paz; Í puso) = off (Ee) , 


ð 
wà = 5 [Q + 200i (B®) - rol (B®), 


WH = -pa {ol (EB) - off B)}. 
1 
KEKR E(x, y) 的 表达 式 (7.4.2) 代入 上 式 直 接 计 算 可 得 : 
(A+ 2u) oY ( EM) — dol (B)) 


_ wA+n) 3 1 (zi — 1)? 
n(A + 24) Oya (: Ei! -ye )， 


u(t (EY) — of? (E™)) 


_ wA+u) ð ( 1 + Em) 


{0 + 2mo (BO) — dof (B)}, 


~ (A + 2p) Oy a |x — yl |z — yl? 
由 此 我 们 得 到 : 
ə ð 1 (1 - uy) aa 
i=- T =— 
Wi Ba, ig (i =y (ev? Bay Dy OY) 
ð 
EA 2 Duly), 
ð ð 
a 9 Ü 
1 = Ox dy u(z,y), 
ð ð 
` a see 
11 an By Dy) 
2 
An= Whintnt 
k,l=1 
a a 
,| 9nd Dul) a On ~a Dul(z,y) = 
=—(—nz ns p ir 
Bed MOY) Fey) 
2 
= Du(z,y) (7.4.21) 
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通过 类 似 的 分 析 计 算 可 得 : 
dase 708, Dy2(z,y), 
Agi am, Da (z,y); 
fan 
A22 -gaga 2209) 
等 式 (7.4.14) 获 证 。 . 


矩阵 函数 D(x, y) 与 基本 解 Eo(x,y) 有 如 下 关系 : 


D(z,y) = 4p? E2(x,y) — (7.4.22) 


= ib 
= + m" ear 


下 面 讨论 双 层 位 势 orr(z) 的 微 商 T(Ba-,mz)urr(z), X s € R? \ Ta 应 用 等 
式 (7.4.14) 可 得 


TOs na)on(s) =— Fe Js, f D(x, y)p(y)dsy 
=a. Die) Rol), VzeR\Ta. (7.4.23) 


由 等 式 (7.4.22) 及 (7.4.23) 可 知 ， 双 层 位 势 的 微 商 T(8.,nz)vir(z) 可 表示 为 
Navier 方程 组 的 单 层 位 势 和 Laplace 方程 单 层 位 势 的 切 向 微 商 。 由 单 层 位 势 切 
向 微 商 的 连续 性 可 知 微 商工 (8;,nz)vir(z) 在 Ta 上 连续 而 且 : 


a a 
T(0,,n.)orr(z) = zy 人 Diz) a Pie Veera (1420) 


在 后 面 的 讨论 中 ,我 们 将 用 公式 (7.4.24) 代替 公式 (7.4.13)， 这 给 我 们 的 分 析 和 
实际 计算 带 来 了 极 大 的 方便 (避免 了 带 超 奇 性 核 积分 的 计算 )。 


7.4.3 T(Ox,nx)vr1 (x) # Ta 上 的 新 表达 式 (n = 3) 
首先 我 们 引进 一 个 新 的 微分 算 子 (Kupradze, 1979): 


U (z, nz) = (U; (Az, nz))3x3, (7.4.25) 
其 中 na = (nl,n2,n3)T 是 一 个 单位 向 量 ， 


Uy(0 ne) = eli (7.4.26) 
Oz; 
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显然 : 


U1 (Or, nz) = Uz2(07, Nz) = U33(3z, Nz) = 0 
Usaz(Du,mz) = —Uss(8;,n,) = n;=— — nza = 
3 


ð ð ð 
E a 
Uis(Br, nz) = —Usi (Az, Ne) "257, "2 Əzs Isaa’ 
ð 29 9 
Un (ôs, nz) = —Ui2(I2, nz) = neg = KZ” = 53,2’ 
这 里 81,2 = (0,—n3,n2)", 92,2 = (n3,0,—n2)", 83,2 = (一 22,nz,0)7， 它 们 都 
垂直 于 单位 向 量 nro 


对 于 向 量 值 函数 uly) = (u(y), uzly), ua(y))?» 一 个 直接 的 计算 可 得 (Kupr- 
adze, 1979, p. 282): 


U(dy,ny)u = = — nydivyu + [ny x rotu] (7.4.27) 
v 
T (dy, ny)u=(A+2pn)nydivyu—plny x rotu) +24U (dy, ny)u. (7.4.28) 


将 应 力 算 子 T(8,,ny) 作用 在 基本 解 E3(x,y) 上 , 通过 计算 可 得 (Han, 1994-A): 
引 理 7.4.7 


(T(0,, my) Bs(x, y))” =2u(U (3y, ry) E(x, y))" 


1 a1 1 
+ (r +UOnm) a) (7.4.29) 


Ony |x—y| 
. 
为 了 推导 了 (Bu,mz)urr(z) 在 Ta 上 的 新 表达 式 还 需要 应 用 下 面 结果 : 
318 7.4.8 z Z u 时, 下 面 的 等 式 成 立 : 
a 1 z 82 1 
Ən,Ən, |z — y| are > Osk S: lz 一 外 (7:430) 
ð 1 
KZ; = U(awny)Vz 一 一 一 = 7 (7.4.31) 
ð 1 
Uls nd) EH UO) Sas eal 
= {U (3y, Nny)U (3z, Ne) — U (3z, nz)U (Ay, ny)} — = a (7.4.32) 


WERA 
(i) 公式 (7.4.30) 已 经 在 引 理 7.2.2 中 给 出 。 
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(ii) +: 
Ul ny) Vs al = (Hi, Hx, Hs)", 
通过 直接 计算 可 得 : 
2 ð 1 
Hi = Un) 5 ey 


- i ü 
= Ypy; "VOM Ox, |z — y| 


3 a 

= l 

= eae ou Ei Yama 
P PENE: 

=a 2 "ran eal 


因而 等 式 (7.4.31) 获 证 。 
(iii) 4: 
{U (dz, nz)U (Ay, Ny) 一 U (ð, n,)U (8s, na) — vl 
则 有 


= (Gij)3xs- 


- 1 
= s = [> Ua(0;,;)U;; (Oy, ny) 一 5 Ui (3y, ny)Uij (Ox, no} =| 


1 l=1 


=> (nt2 2) (nj ni) 1 
Ei Tr ne Oy "yy; |z- yl 


l=1 


> ni 2 CTA 1 
a a Vy By “Or “Ozr;/ |z- y| 


1 
3 


a 1 
= Yong toa ca + Donen Y AxOy; |z — y| 
3 3 


9 
-2ni i -Znen TATT 
so i 48 9 4 Da 1 
ə Em Onz|z—y| “Ər; On, |x — y a Ən, |z — y| 
ð ð 1 


St —— 
"Ay; Ən, |z — y| 
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ð 1 ð 1 "P. 
= Vy ly m) 5 ey FO) Sn, wl <ij<3 
等 式 (7.4.32) 获 证 。 . 


将 等 式 (7.4.29) 代入 双 层 位 势 wurr(z) 的 表达 式 (7.4.8)， 应 用 Stokes 定理 
(Kupradze, 1979) 可 得 : 


1 ð 1 £ 1 
一 dsy 一 U (ðy, d. 
w= 去/ eee mas aa Í Oma 


+24 人 Es(z,W)(U(By, ny)p(y))dsy. (7.4.33) 


由 等 式 (7.4.33) 可 知 , 我 们 已 将 Navier 方程 组 的 双 层 位 势 vrr (x) 表示 为 Laplace 
方程 的 双 层 位 势 ， 单 层 位 势 和 Navier 方程 组 单 层 位 势 之 和 。 从 公式 (7.4.33) 出 
发 我 们 讨论 wrr(z) 的 微 商 工 (8;,nz)vir(z), WA 


1 ð 1 
Tonnon) =E f, (TOsn)Bz p) roas, 
g 1 
+ Í TOn ma) 20) -EE ) Vo, 
三 Jo+Ji，YzeT4， (7.4.34) 


H T(Ə,,n.) 的 定义 , 可 得 : 


- ae sa 
Jo= 4x Jr. (= lz 一 3) ply)dsy 


入 十 内 ð 1 
AGF fare (Sd eal) ` Pas 
+Z f U(dz.n. a (yd. 
An Jr, ony Ey Sv: 
应 用 等 式 (7.4.29) 可 得 : 


=| U(.,n.) (ama, y)- 五 ] rennaetndw 
TA 


1 
te yl 
入 十 从 
-二 人 ‘Cra 1. U(2y,my)0(W)) Ay 


H e 
+£ Í dng p gU reela: 


将 Jo, Jr 的 表达 式 代 入 (7.4.34) 我 们 可 得 : 
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TA. n. ) = 大 | P i- d: 
zz 名 IT 一 村 2 paw) Sy 
+ 类 U (Berm) (me 加 


3u 
4x |x — y| 


A+ ð 1 
D:= Ú ne{v =r Aly) 
Ta 


4n * On, |x — yl 


JU (Op. np + Di + Da 


其 中 ， 


vt =a Vee} dsy, 


D-E f La pol Ea 


a 
Waal 


应 用 等 式 (7.4.31) 和 Stokes 定理 , 可 得 : 


U(dy, ry) pL w} dsy. 


ð 1 
r, i emul” + ply)dsy 


of non 本 2 onds 


= 上 人 . s: (Uan m) NE =) pily)dsy 


_ 


a 1 
ee f . > oben Du me 


3 8 1 < 
= f a 


= | V.——. + U(dy,ny)ply)dsy- 


ra lz—yl 
由 此 可 得 Di = 0. 
应 用 Stokes 公式 和 等 式 (7.4.32), 可 得 : 


ə 1 
p= Ë 人 [vond jp) 


= (vonna =) po} dsy 
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-£ F {U (0, ny)U (ð+, ns) 
-U (8x, na)(U (Oy. ny) lw), 
= uE —np S, 
--Ef (ven | Dan nw) p(y)ds, 
+ 从 wanna) {EU 
=0. 


综合 上 述 分 析 , 我 们 得 : 
ð ð 
Ton Ta On, = 一 
+U@,n) (4 可 
Ta 


-3 3 
4x |x — y| 


T (Az, Mz) ¥11(2) = Jr A 


JU Op np Veer a 


(7.4.35) 


从 公式 (7.4.35) 可 以 看 出 Navier 方程 组 双 层 位 势 的 微 商 T(ac,mz)urr(z) TAR 
示 为 Laplace 方程 双 层 位 势 的 法 向 微 商 和 Navier 方程 组 单 层 位 势 的 切 向 微 商 之 


和 。 由 此 可 知 : 


引 理 7.4.9 ” 双 层 位 势 的 微 商 (8.,nz)vir(z) 在 Ta 连续 而 且 


3 
a Í u _1 Op(y) 
TiS = 二 d 
(Be,maz)urr(z) > Tora | eri he 
silat [umata 


_ 3 
4x |x — yl 


7.4.4 ”外 问题 的 隐 式 人 工 边界 条 件 
讨论 Navier 方程 组 的 外 问题 : 


—pAu(2)—(A+W)V(V + u(z)) =f@), Vzen, 


u(z)|r = 0, 
u(z) 有 界 (n = 2), 当 |z| 一 oo 时 ， } 
u(x) — 0(n = 3), 当 |z| — oo Bf. 


LIU nm) pts Vr € TA. 


(7.4.36) 
a 


(7.4.37) 
(7.4.38) 


(7.4.39) 
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HH Q c R" 是 以 了 为 边界 的 外 区 域 (24 n = 2 时 见 图 7-1), f(x) 是 定义 在 Q 
上 的 已 知 向 量 值 函 数 ， 其 支 集 是 紧 的 。 引进 人工 边界 Fa C Q (n = 2 B, Ta 为 
简单 光滑 闭 曲线 ; n= 3 BT, Ta 为 简单 光滑 闭 曲面 ), Ta 将 Q 分 割 为 有 界 区 域 
Ni 和 无 界 区 域 Ne 使 f(z)=0,V r e Qe 

首先 研究 二 维 Navier 方程 组 的 外 问题 。 EKR Q 上 问题 (7.4.37)~ 
(7.4.39)(n = 2 ) 的 解 u(x) 满足 齐 次 Navier 方程 组 和 无 穷 远 边界 条 件 : 


—pAu(z) — (À + u)V(V s u(z))=0, VEER, (7.4.40) 
u(x) Ft, 当 |x| 一 oo 时 。 (7.4.41) 


应 用 Betti AR, 在 无 界 区 域 OQ, 上 可 得 u(x) 的 表达 式 (Kupradze, 1979): 
u(e)= Í Bale, VT, n )ulv)dsy 
Ta 
- f (Tonm) uldis to veen, (1442) 
Ta 


其 中 , a = (aa,az)T，oaa,as 是 两 个 实数 。 
记 : 
A(z) =T(B-,mz)u(z)lra € R?, 


应 用 单 层 位 势 和 双 层 位 势 的 性 质 ,在 边界 FA 上 可 得 ; 
j= f Bae wads, 
- f Ge, Ee) udsy +a, Veera (7.443) 
Ta 
进一步 在 边界 FA 上 可 得 应 力 T(Ə,,n.)u(e)|r, = X(z) 的 表达 式 : 
3O= 人 T@+, na)Ea(2, Audy 
= J. T(dz,nz)(T(y,my)Eo(z,y))"uly)dsy, V z € TA. 
将 双 层 位 势 微 商 的 新 表达 式 (7.4.23) 代入 上 式 , 我 们 得 到 : 
了)= f. ,Tn ne) Bale.) Mu)asy 


a d 
一 二 一 —— Vv Ta. 7.4.44 
a= Í Dewy teen Vera. (1444) 
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等 式 (7.4.43) 和 (7.4.44) 是 二 维 问题 (7.4.37)~(7.4.39) 的 解 u(z) 在 任意 形状 人 
TAR Ta 上 满足 的 隐 式 人 工 边界 条 件 。 同 时 应 用 这 两 个 隐 式 人 工 边界 条 件 , 可 
将 二 维 边 值 问题 (7.4.37)~(7.4.39) 简化 为 有 界 区 域 Qi 上 等 价 的 边 值 问题 (Han, 
1990): 


R {u(x), A(x), a} 使 : 

—pAu(z) — (A+ p)V(V + u(z)) = f(x), V z € ñ@,, (7.4.45) 
u(z)|r = 0, (7.4.46) 
Me) = BD + 人 TOs na) Bale, y)AW)Asy 


- /Tena)(T (Oy. ny) Bale uly)dsy, 
Ysera (7.4.47) 
1 
zu) = Í Bale w)AW)asy 


és I. (T(dy, my) E2(z,y))"uly)ds, + a, 
V ze Ta. (7.4.48) 


在 Q 和 Fa 上 引进 适当 的 函数 空间 ,可 将 边 值 问题 (7.4.45)~(7.4.48) 归 化 为 等 
价 的 变 分 问题 , 然后 进行 数值 计算 并 得 到 数值 解 的 误差 估计 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
阅 论文 (Han, 1990; Han, 1993)。 
在 三 维 情况 =3), 问题 (7.4.37)~(7.4.39) KIRE u(x) 在 区 域 9。 上 限制 满足 : 
—pAu(z) — (A+ u)V(V *u(z)) =0, Vre Re, (7.4.49) 
u(x) 一 0, 当 |z| 一 +00. (7.4.50) 
应 用 Betti 公式 在 无 界 区 域 2. 上 可 得 u(x) 的 表达 式 : 


u(e)= {Bale WT nusy 
" f (T(d,,m,)Ea(z,y))™uly)ds,, V z € Me. 
id: 
A(z) = T(d2,nz)u(z)\r, € F, 
应 用 单 层 位 势 和 双 层 位 势 及 其 微 商 的 性 质 , 在 边界 FA 上 可 得 : 
Ju 人 = 人 EM)dsy 


- | TOnmEs ude Veta, (T450 
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了 = | TOs, ns) pele A (ds, 
Ta 
- /Tn PO p.m Ee n) ld, Vz € Pa 
将 工 (9,mnz)vir(z) 的 新 表达 式 (7.4.36) RAER, 我 们 得 到 : 


390=/ T (dx, Nz) E3(x, y)A(y)dsy 


>> =a ie 1 dul duly) a, 
OSk.x 4x |x — yl ioe x 


-U (dz, nz) l (uma, u) 一 


x p- =) UG, ny)u(y)dsy, 
V z€ TA. (7.4.52) 


等 式 (7.4.51) 和 (7.4.52) 是 三 维 Navier 方程 组 外 问题 的 解 w(z) 在 任意 形状 人 
工 边界 Ta 上 满足 的 隐 式 人 工 边 界 条 件 , 直接 应 用 (7.4.51) 和 (7.4.52) 可 将 三 维 
Navier 方程 组 外 问题 (7.4.37)—(7.4.39) 等 价 地 简化 为 有 界 区 域 2; 上 等 价 的 边 值 
问题 : 


XR u(x), A(x) 使 

—pAu(z) —(A+p)V(V s u(z)) = f(z), V z € ñ, (7.4.53) 
u(z)|r = 0, (7.4.54) 
Na) = 3A(o)+ + T (ðs, m2)Ea(0,y)A(y)dsy 


>> 1 duly) ds, 


a Ta = [z — y| bsky 


-U Osna) f l (me ») 


en 2 
4x |x — y| 


Lu(z) = 人 Es(z,W)A(W)dsy 


)u@, nous, Vz e rs, (7.4.55) 


- f (Tonm) Veera (1450) 


与 二 维 情况 完全 类 似 ， 在 区 域 Q, 上 引进 适当 的 函数 空间 可 将 三 维 边 值 问题 
(7.4.53)~ (7.4.56) 等 价 地 归 化 为 变 分 问题 , 从 而 可 得 到 数值 近似 解 和 数值 解 的 最 
优 误 差 估 计 (Han, 1994-A)。 
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7.5 ”声波 方程 的 隐 式 人 工 边 界 条 件 


讨论 声波 方程 : 


Sm Au=0, Vz € R", t > 0. 


以 En(2, ty y,7) 表示 声波 方程 (7.5.1) 的 基本 解 ，En(z,t;y,7T) WE: 


AyEn 一 sm = —ó(z — y)6(t — 7) 


并 且 (Kythe, 1996; Jones, 1986): 


B(w r) = yH(ü -7 le- y), 
H(t=1-|2—v) 


E2(x, t; SS, 
(ztin7)= 2x/(t — 7)? — |z — y|? 
1 
Es(z,t;y,7) = tena =7 -|z — yl), 
其 中 ， 
1, o> 0, 
am- 人 «<0 


H(z) 是 Heaviside 函数 。 


(7.5.1) 


(7.5.2) 


(7.5.3) 


(7.5.4) 


(7.5.5) 


设 Pa CR" (Ta 是 一 闭 曲 面 (n = 3) 或 Ta 是 一 条 闭 曲线 (n = 2)), Ta 将 


R" 分 割 为 有 界 区 域 24 和 外 区 域 Neo B u(x,t) 是 方程 (7.5.1) 在 区 域 N. x 
上 的 解 , 而 u(z,0) = 0, u,/(z,0) = 0, V z € Re 我 们 知道 u(x,t) 在 Re x [0, T| 


上 的 支 集 是 紧 的 。 
H Green 公式 可 得 : 


| i Í {utur — Ayu) — u(wer — Ayu))dydr 


-J (wu, —uw+)dy|7Z aff. f uuu) asar 
Ony 


7.5.1 三维 声 波 方程 的 Kirchhof 公式 


[0,7] 


(7.5.6) 


在 三 维 情况 (n = 3), 在 公式 (7.5.6) PR w 为 三 维 声波 方程 的 基本 解 : 


1 
= ———6(t- 7 - |z — yl). 
rum) 


(7.5.7) 
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由 (7.5.6) 式 得 到 三 维 声波 方程 的 Kirchhoff 公式 (Jones, 1986, p.36): 


1 


1 1 
“eg9= 去 人 (am aut m) uly 区 下 让 本 


+u Tle- |) ds, 
V (z,t) € 2 x (0, TJ), (7.5.8) 
SP To =t- |z- yle 
公式 (7.5.8) 给 出 了 三 维 声波 方程 7.5.1 在 区 域 2。 x (0,T] E u(z, t) 的 表 
达 式 , 它 是 由 三 个 在 边界 Pa 上 的 积分 组 成 。 应 用 边界 积分 的 性 质 , 由 公式 (7.5.8) 
可 知 在 边界 Pa x (0, T] 上 wu(z,t) 满足 (Teng, 


(- SP) reni f [puas 


1 
+n gk 一 名 


ð 1 
—u(y, To) —-—— } ds,, 
vb i s 
V (z,t) € Ta x (0, T|, (7.5.9) 


其 中 O(c) 表示 区 域 Q 在 点 z € Ta 所 张 的 立体 角 . 
当 Ta 在 点 z 光滑 时 ，@(z) = 2r, WH: 


1 1 1 0 ð 
uen- f [paeo pan ae 


-uu Tp da V (a,t) € Ta x (0,7), (7.5.10) 


等 式 (7.5.9) 是 在 任意 形状 的 人 工 边界 Ta x (0,7) 上 原 问题 的 解 w(z, 满足 的 
完全 吸收 的 人 工 边界 条 件 。 进 一 步 滕 震 赛 在 论文 (Teng, 2003) 中 应 用 边界 条 件 
(7.5.9) 计算 了 三 维 声波 方程 外 问题 的 数值 解 。 

对 二 维 问题 可 得 到 类 似 的 结果 ， 即 二 维 声波 方程 的 Volterra AR (Kythe, 
1996; Jones, 1986)。 本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han (1988, 1990, 1993, 1994- 
A, 1994-B, 1995); Teng (2003)。 其 他 的 相关 工作 可 参阅 Johnson and Nedelec 
(1980): Gatica, Gatica and Stephan (2003); Meddahi, Gonzalez and Perez (2000); 
Kupradze (1979); Chen and Zhou (1992); Nedelec (2001). 
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在 前 面 7 章 中 , 我 们 讨论 了 数值 求解 无 界 区 域 上 线性 偏 微 分 方程 的 人 工 边界 
方法 。 HH 区 域 上 非 线 性 偏 微分 方程 的 数值 求解 问题 在 科学 和 工程 计算 中 更 具有 
挑战 性 。 从 人 工 边 界 方法 发 展 的 初期 开始 , 人 们 一 直 关注 这 个 问题 , 例如 : Hagstr- 
om and Keller (1987) 研究 了 无 界 区 域 上 的 非 线性 椭圆 型 方程 的 渐 近 边界 条 件 ; 
Han, Lu and Bao (1994) 研究 了 管道 中 Navier-Stokes 流 的 数值 模拟 ;Gatica， 
Gatica and Stephan (2003) 研究 了 非 线性 不 可 压 弹性 方程 组 外 问题 的 数值 近似 。 
在 上 述 论文 中 , 作者 将 所 讨论 的 非 线性 偏 微分 方程 在 人 工 边界 之 外 的 无 界 区 域 上 
进行 线性 化 ， 然 后 应 用 我 们 在 前 7 章 中 对 线性 偏 微分 方程 给 出 的 方法 在 人 工 边 
界 上 得 到 相应 的 人 工 边界 条 件 ， 显然 对 于 非 线性 偏 微分 方程 这 是 一 类 近似 人 工 边 
界 条 件 ， 它 的 近似 程度 依赖 于 对 原始 非 线性 方程 线性 化 产生 的 误差 。 

最 近 人 们 对 无 界 区 域 上 非 线性 偏 微 分 方程 数值 求解 的 研究 有 了 新 的 进展 , 对 
某 些 非 线性 偏 微分 方程 在 人 工 边界 上 得 到 了 准确 的 非 线性 人 工 边界 条 件 。 例 如 ， 
Han, Wu and Xu (2006) 对 Burgers 方程 , Xu, Han and Wu (2006) 对 Kardar- 
Parisi-Zhang (K-P-Z) 方程 通过 非 线 性 变换 的 方法 得 到 了 准确 的 非 线性 人 工 边界 
条 件 。Zheng (2006-A) 应 用 反 散 射 方 法 对 一 维 三 次 非 线性 Schrödinger 方程 得 
到 了 准确 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 。 在 8.1 节 ~8.3 节 中 将 分 别 叙述 上 述 结果 。 同 
时 Antonie, Besse and Descombes (2006) 研究 了 一 维 三 次 非 线性 Schrödinger J 
程 的 近似 非 线 性 边界 条 件 ， 得 到 了 非 线 性 积分 -微分 边界 条 件 。Szeftel (2006-A, 
2006-B) 讨论 了 一 维 非 线性 波 方程 和 一 维 非 线性 Schrödinger 方程 的 近似 非 线性 
吸收 边界 条 件 。 Xu Z. and Han H. (2006) 提出 了 构造 非 线性 发 展 方程 的 近似 非 
线性 吸收 边界 条 件 的 SLAB (Split Local Absorbing boundary) 方法 。SLAB 方法 
的 基本 思想 是 将 算 子 分 裂 法 与 对 应 线性 问题 的 局 部 人 工 边 界 条件 相 结合 , 构造 出 
非 线性 发 展 方程 的 近似 非 线性 人 工 边 界 条 件 。SLAB 方法 不 仅 可 以 应 用 于 一 维 非 
线性 问题 , 它 也 能 够 处 理 高 维 非 线性 问题 。 在 8.4 节 中 我 们 将 讨论 SLAB 方法 。 


8.1 Burgers 方程 


考虑 下 面 Burgers 方程 的 初 边 值 问题 : 


uy + Uus — Vuze = f(z,t), V(z,t) € R! x (0,7), (8.1.1) 
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u(x, 0) = uo(z), (8.1.2) 
u(z,t) +0, %4 |z| 一 十 oo B$, V te [0,7], (8.1.3) 
其 中 wv > 0 为 粘性 系数 ,f(z,t), uo(z) 为 已 知 函数 , 其 支 集 是 紧 的 , 满足 
supp(f(z,t)) C [zn z+] x [0, T], supp{uo(x)} C [zu z+], 


其 中 ay < zr。 初 边 值 问题 (8.1.1)~(8.1.3) 定义 在 无 界 区 域 R! x |[0, T] 上 。Burgers 
方程 虽然 是 一 个 简单 的 非 线性 方程 ， 但 它 是 很 多 重要 非 线 性 问题 的 简化 模型 
(Burgers, 1948)。 


8.1.1 Burgers 方程 的 非 线性 人 工 边 界 条 件 
引进 入 工 边界 : 


Zi = {(a,t)| z = m;;0 < t < TJ), 
Z.= {(z,t)| z= z,,0 < t < T} 


Di, Sp 将 无 界 区 域 R! x [0, T| 分 割 为 三 部 分 : 


D = {(2,t)| z < 11,0 < t < T}, 
r = ((z,t)| z > z+,0 < t < T), 
Dı = ((z,b)| = < z < z,,0 < t < TJ). 


我 们 的 目的 是 将 原 问 题 (8.1.1)~(8.1.3) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 Pi 上 的 问题 ， 
然后 进行 数值 计算 。 因 而 我 们 需要 在 人 工 边 界 D, Ir 上 找 出 原 问题 的 解 (a, t) 
满足 的 准确 边界 条 件 。 首 先 考虑 原 问题 的 解 在 无 界 区 域 Dr 上 的 限制 , u(z,t) 在 
Dr 上 满足 : 


Ut + UUs — vuzz =0, V (z,t) € Dr, (8.1.4) 
zt=o =0, Zr < z < +00, (8.1.5) 
u +0, 4 z— +00, (8.1.6) 
Vs=s, = u(z+ t), 0 <t<T. (8.1.7) 


由 于 函数 (zr,t) 是 未 知 的 , 问题 (8.1.4)~(8.1.7) 不 能 独立 地 求解 。 如 果 u(z,,t) 
已 知 , 则 问题 (8.1.4)~(8.1.7) 是 适 定 的 , 我 们 可 以 解析 地 求 出 问题 (8.1.4)~(8.1.7) 
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的 解 。 应 用 Cole-Hopf 变换 (Evans, 1998), 令 : 


十 co 
w(x, t) = -f u(y,t)dy, z, < z< +00, 
Ë 


W: 


+o 1 
== i uc(yst)dy = vus — 30, 
: 


wz = U, 


我 们 得 到 : 


进一步 令 : 


u= 0 


则 函数 v 是 下 面 问题 的 解 : 


2 


Wrz = Ur. 


1 
we + s — Vwzz = 0, 
ult=o =0, z, < z < +00, 
wlz=z, = (zr, t), 


册 一 0， 当 z 一 十 oo. 


(w) 一 1， 其 中 yw)=e*, 


e= Vu, V(x,t) € Dr, 
|==, = u(zr,t), 
4 一 0 4 r— +oo 


ult=o =0, Wa e [z,, +00). 


(8.1.8) 
(8.1.9) 
(8.1.10) 
(8.1.11) 


在 论文 (Han and Huang, 2002-A) 中 讨论 了 抛物 型 偏 微分 方程 的 初 边 值 问题 
(8.1.8)~(8.1.11)， 并 给 出 了 问题 的 解 v(z,t) 在 人 工 边界 Z, 上 满足 的 准确 人 工 


1 Ov(zr,7) dr. 


1 t 
-友人 Vt—T Or 


u = W(o)u, w = vo) (vs = P) 


边界 条 件 : 
Ov(zr,t) _ 
Or 
注意 到 : 
记 : 


1 
Vo=- (E) 


=== 


= G(t). 


(8.1.12) 
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由 (8.1.12) 可 得 : 


- Í ‘ as {men 一 buen. 7)? har. (8.1.13) 
等 式 (8.1.13) 是 Burgers 方程 的 解 在 人 工 边 界 X, 上 满足 的 准确 人 工 边 界 条 件 。 
由 于 函数 G(t) 依赖 未 知 函数 4(z;,t)， 这 是 一 个 非 线 性 人 工 边界 条 件 。 由 函数 
G(t) 的 定义 可 知 函 数 G(t) 包含 未 知 函 数 u(x,t) 的 无 穷 积分 。 边 界 条 件 (8.1.13) 
不 能 直接 应 用 于 数值 计算 , 需要 进一步 对 其 简化 。 记 


u(zr,t) = 


j tm 
at) =—srwlent)= 3, [ ay, 


W: 
dgr(t i 1 1 
sa JL A = -zult + Buant, (8114) 
gr(0) = 0. (8.1.15) 
由 此 可 得 : 


gr(t) = [ (su(s) + Eulen?) dr, (8.1.16) 


G(t) = -5 exrtor(t)} (8.1.17) 
将 (8.1.17) 代入 (8.1.13), 我 们 在 人 工 边界 X, 上 得 到 了 第 一 个 非 线 性 人 工 边 界 
条 件 : 
t egr(T) 一 gr 
u(zr,t) = -7 r =í. = uler)? bar 
= Ri (ulz=z,,9rt)- (8.1.18) 
应 用 Abel 变换 (Arfken, 1985 ), 由 (8.1.18) 在 人 工 边 界 X, 上 可 得 第 二 个 等 价 的 
非 线性 人 工 边 界 条 件 : 
dr 


t g 
valet) = Fular? — XZ | Eerolan) 
= Ro(ulz=z,,9r;t), (8.1.19) 


其 中 g, (t) 由 公式 (8.1.16) 给 出 。 
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完全 类 似 地 在 人 工 边 界 D 上 我 们 得 到 Burgers 方程 的 两 个 非 线 性 人 工 边界 
条 件 : 


1 t ew(r)—-%(t) 1 2la 
uand = | Se rulant) = gulen?) ) T 
= Lı (uļz=z 94t). (8.1.20) 
= 2, vv i 2 a(r)—g (t). 
vuz(z1,t) = su(zi t) + v Í ər (° u(a1,T)) aT 
= Lo(u|z==, gt, t), (8.1.21) 
其 中 ， 
o= f -1, (zur) + ular)? | ar (8.1.22) 
It) = Ë >= ly ip Ls . AE 


8.1.2 ”有 界 计算 区 域 Di 上 等 价 的 Burgers 方程 的 初 边 值 问题 

应 用 8.1.1 节 给 出 的 非 线 性 人 工 边 界 条 件 (8.1.19)，(8.1.21) (或 者 (8.1.18)， 
(8.1.20)), 可 将 原 问 题 (8.1.1)~(8.1.3) 等 价 地 简化 为 有 界 计 算 区 域 Di 上 的 初 边 
值 问题 ; 


up + Ute — Vuze = f(z), V (x,t) € Di, (8.1.23) 
vuz(a1,t) = Lo(ule2,.gt), V te (0,7), (8.1.24) 
vuz(zZr,t) = Re(ule=z,,9rst), V t € (0,7), (8.1.25) 
u(z,0) = uo(z), V z€ [zn £r]. (8.1.26) 


首先 分 析 Burgers 方程 初 边 值 问题 (8.1.23) ~(8.1.26) 解 的 稳定 性 。 以 u(x,t) 乘 
以 Burgers 方程 (8.1.23), 在 区 域 [z1, zr] x [0, 上 积分 ， 经 过 分 部 积分 并 应 用 边 
界 条 件 (8.1.24)~(8.1.25) 和 初始 条 件 (8.1.26) 可 得 : 


if i letat | š [aeta nasa 
$ J : [uen 7): 一 Ra(ulenensdrs7)ultr 7) bar 
_ f [ee = Lola ube) jar 
= 3 [olay Paz + 大 i f(z,T)ulz,T)drdr. (8.1.27) 


BSR 非 线 性 人 工 边 界 条 件 309 


我 们 证 明 下 面 引 理 : 
引 理 8.1.1 ”下 面 的 不 等 式 成 立 : 


-y3 
[eee Binenn ar >0, Vee (OT 
0 


(8.1.28) 

一 f (Bee oF 一 Daun ue p) bar 20, Vte(0,T]. 

0 
(8.1.29) 
其 中 ule, t) 是 问题 (8.1.23)~(8.1.26) 的 解 。 
证 明 ”考虑 辅助 问题 : 

uuu — Ure = 0, V (x,t) € (£r, +00) x (0, T), (8.1.30) 
v(a,,t) = u(z+,t), Vt€ (0,7), (8.1.31) 
u(z,0)=0, Y zE [z,,+00). (8.1.32) 


由 非 线性 人 工 边界 条 件 的 推导 过 程 可 知 原 问题 (8.1.1)~(8.1.3) KIAR u(x, t) 在 
有 界 计算 区 域 的 限制 是 初 边 值 问题 (8.1.23)~(8.1.26) 的 解 , u(z, t) 在 [zr, 十 0) x 
[0,T] 上 的 限制 是 辅助 问题 (8.1.30)~(8.1.32) 的 解 。 即 : 


Ut + Uur — Vuzz =0, V (2, t) € (zr, +00) x (0, T], (8.1.33) 
u(a,,t) =u(z,,t), V te (0,7), (8.1.34) 
u(az,0)=0, Va € [z,, +00). (8.1.35) 


以 u(x, t) 乘 以 方程 (8.1.33) 两 边 , 在 [z,, +00) x [0, T] 上 积分 , 并 分 部 积分 
可 得 : 


人 [eenn - Ral(ulezen 9r: tule) bar 


T 三 laz, )yae ty [° [ear >0. 


即 不 等 式 (8.1.28) 成 立 。 类 似 地 可 得 不 等 式 (8.1.29) 成 立 。 . 
应 用 引 理 8.1.1, 由 等 式 (8.1.27) 可 得 : 


1 


了 [we das 十 vf [i teaa 


zı 
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< 5 [ote ae + J 5 f(x, T)u(x,T)drdr 


MI: 


<; ea) )?dz+= S (f(x, 7))?dadr 


-3 J j f l “ [u(z,7)]?dzdr. (8.1.36) 


F=f" (uo(x) yar f fa (z, r))2dadr, 
Y(t)= f B " (u(z,7))?dzdr, 


Y'(t)= [ * (u(z,t))2dx, Y(0) = 0. 


由 (8.1.36) 可 得 : 


进一步 有 : 


Y'(t) < Y(t) + F(t), 


Y(t) < Y(0)et +e! J “Ptrje-rdr= f “Ptrjet-rdr， 
0 0 


再 应 用 不 等 式 (8.1.36) 可 得 : 


最 后 我 们 得 到 


(u(a, t)]?da 十 vf 人 [uz (z, r)|2dzdr 


3PO+ if F(z)et "dz, Wt (0,7). (8.1.37) 


Burgers 方程 初 边 值 问题 (8.1.23) ~(8.1.26) 解 的 稳定 性 估计 


(8.1.37)。 即 有 下 面 结果 成 立 ; 


引 理 8.1.2 


Burgers 方程 初 边 值 问题 (8.1.23)~(8.1.26) 的 解 u(x,t) 满足 


稳定 性 估计 式 (8.1.37)。 . 


由 有 界 计 算 


区 域 D, 上 的 Burgers 方程 的 初 边 值 问题 (8.1.23)~(8.1.26) 出 


发 , 对 问题 进行 差分 离散 化 ,最 后 可 得 无 界 区 域 R! x [0,T] 上 Burgers 方程 初 值 


问题 在 有 界 计算 


区 域 D, 上 的 数值 近似 解 (Han, Wu and Xu, 2006). 


第 8 章 非 线 性 人 工 边界 条 件 .311 


8.2 Kardar-Parisi-Zhang 方程 


在 这 一 节 我 们 讨论 无 界 区域 上 Kardar-Parisi-Zhang 方程 的 数值 模拟 。K-P-Z 
方程 是 描述 薄膜 生长 的 一 个 重要 物理 模型 (Kardar, Parisi and Zhang, 1986): 


ut = vAu+A\Vul? +n, (8.2.1) 


其 中 心 = u(z,t),(z,t) € R4 x (0,7), 4d = 2 Bf, u(x,t) 表示 薄膜 生长 的 厚 
度 。v > 0 表示 扩散 系数 , 和 > 0 是 非 线 性 的 影响 系数 ， 函 数 n= n(z,t) 表示 由 
随机 力 产生 的 高 斯 白 噪声 。 考虑 下 面 确定 性 的 K-P-Z 方程 的 初 值 问题 为 了 表述 
上 的 简便 , Kv =A=1): 


u = Au + |Vul? + f(z,t), V (x,t) € R£ x (0, T| (8.2.2) 
u(z,0) =uo(z), z€ 了 (8.2.3) 
u— 0, 4 |z| 一 +00, (8.2.4) 


其 中 初 值 uo(z) 和 方程 (8.2.2) 中 的 函数 f(z,t) 是 已 知 的 ， 并 且 假 设 它们 的 支 集 
是 紧 的 , BD: 


supp{ f(z, t)} C BÈF x [0, T], supp{uo(z)} c B”, (8.2.5) 


FP BÈR = (z | |z| < R, V z eR}. 

确定 性 的 K-P-Z 方程 同时 也 是 粘性 Hamilton-Jacobi 方程 的 最 简单 模型 , 这 
一 类 方程 的 数值 求解 近年 来 引起 了 很 多 学 者 (如 Bryson and Levy (2003), Zhang 
and Shu (2003)) 的 关注 。 为 了 将 K-P-Z 方程 的 初 值 问题 (8.2.2)~(8.2.4) 简化 到 
有 界 计 算 区 域 上 进行 数值 计算 , 引进 人工 边界 : 


Dp = OBO x |0, T]. 


ATUR Er 将 无 界 区 域 Rd x [0, T] 分 割 为 有 界 计算 区 域 Bo” x [0,7] 和 无 界 
计算 区 域 Q. x [0,7]. IEH Q, = Rd \ BO". WT HES RG (8.2.2)~(8.2.4) 
的 解 u(z,t) 在 人 工 边界 Ea 上 满足 的 边界 条 件 ， 我 们 考虑 u(z,t) 在 无 界 区域 
Q, x [0,T] 上 的 限制 , u(z,t) 满足 : 


up = Au + |Vu|?, V (z,t) € Re x (0, T| (8.2.6) 
u(z,0)=0, YTE fe, (8.2.7) 
u— 0, 24 |z| 一 +00. (8.2.8) 
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如 果 在 人 工 边 界 Cp BA u(z,t)， 则 上 述 问 题 的 解 是 存在 且 唯 一 的 。 通过 Cole- 
Hopf 变换 


u= e" — 1, (8.2.9) 


可 将 上 述 问 题 归 化 为 线性 热传导 方程 的 初 边 值 问题 : 


= Av, V (x,t) € 2 x (0,7), (8.2.10) 
v(z,0)=0, TER, (8.2.11) 
u— 0, 3” |x| 一 +00. (8.2.12) 


这 样 我 们 就 将 在 人 工 边 界 PR 上 寻找 非 线性 K-P-Z 方程 人 工 边界 条 件 的 问题 简 
化 为 寻找 线性 热传导 方程 的 人 工 边界 条 件 的 问题 。 下 面 分 别 对 d = 1,2,3 的 情况 
给 出 问题 的 解答 。 


8.2.1 K-P-Z 方程 的 非 线性 人 工 边界 条 件 (d = 1) 


在 d = 1 的 一 维 情况 , 无 界 区 域 Q. = {x | |z| > R, Yx eR} h M= 
{zlz < 一 R} 和 Q, = {zlz > R) 两 条 半 无 限 长 的 直线 组 成 。 我 们 分 别 在 区 域 
Q x [0,T] A Q, x [0,T] 上 考虑 问题 (8.2.10)~(8.2.12)。 这 是 一 维 的 热传导 方程 
问题 ,在 论文 (Han and Huang, 2002-A ) 中 在 人 工 边界 {zlz = R} x |0, T] 和 
{zlz = 一 R} x [0, T] 上 已 经 得 到 了 未 知 函数 v(z,t) 满足 的 准确 边界 条 件 : 


Ov(R,t) 1 /fau(Rr) 1 


i Or WEE” (8.2.13) 
Bu(Ri 1 ft dv(—R,r) 1 
了 = J Be peer (8.2.14) 


应 用 变换 (8.2.9), 由 (8.2.13) ~(8.2.14) 可 得 原 问题 的 解 u(z,t) 在 人 工 边界 (z|z = 
R} x [0, T] 和 {zlz = 一 R} x [0, T] 上 满足 的 准确 非 线 性 边界 条 件 : 


Ou(R,t) _ af Su q) ev(RT)—u(R) 
Vi 


Zi 
5 dr, (8.2.15) 


VE 一 T 


Ou(—R,t) 1 t Əu(—R,r) eu(—R,7)—u(—R,t) 
ðr a Jo ðr vt—T 


应 用 非 线 性 边界 条 件 (8.2.15)~(8.2.16), 可 将 K-P-Z 方程 的 初 值 问题 (8.2.2)~ 


dr. (8.2.16) 
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(8.2.4) 等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 [— R. R| x [0,T] 上 的 初 边 值 问题 : 


u = Aut |Vu]? + f(2,t), V (a,t) € (R, R) x (0, T| (8.2.17) 

oul) = -z Bur) 2 dr,Y t € (0,7), (8.2.18) 
t u(—R,r)-u(—R,t 

out Ji Ge La — . ar, te (0, T|, (8.2.19) 

u(z,0) =uo(z), ze [-R,R]. (8.2.20) 


在 有 界 计算 区 域 [— R, R] x [0, T] 上 求 出 初 边 值 问题 (8.2.17)~(8.2.20) 的 数值 解 
即 可 得 到 原 问 题 的 数值 近似 解 。 


8.2.2 K-P-Z 方程 的 非 线性 人 工 边界 条 件 (d = 2) 


在 d= 2 的 情况 , 无 界 区 域 Q. = (z | |z| > R, V z e R?} 是 半径 为 RAB 
的 外 部 。 在 极 坐标 


= rena, ) (8.2.21) 
z2 = rsin, 
下 可 将 问题 (8.2.10)~(8.2.12) 的 解 v(x, t) 展开 为 傅 氏 级 数 : 
u(r, 6, t) = aht + > a,(r, t) cos nO + bn (r,t) sin nð, (8.2.22) 
n=1 


其 中 an(r,t) 满足 : 


Oa, an 10a, n? 
_ — —- -—— + — = < .2. 
at Br = Or tem 0, r>R,0<t<T, (8.2.23) 
1 2rx 
anlr=R = if v(R,0,t)cosnðdð, 0<t<T, (8.2.24) 
0 
anlt=0=0, r2 R, (8.2.25) 
bn(r,t) 满足 : 

2 2 

bn _ bn _15bn | Mo p>R,0<t<T, (8.2.26) 


2 
balck = =f v(R,9,t)sinnðdð, 0 <t< T, (8.2.27) 
0 


bnlt=0=0, r2 R. (8.2.28) 
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分 别 求解 问题 (8.2.23)~(8.2.25) 和 (8.2.26) ~(8.2.28) 可 得 问题 (8.2.10)~(8.2.12) 
Oe = 


的 解 v 及 其 微 商 z = g 在 人 工 边界 Sp 满足 的 准确 边界 条 件 (Han and Huang, 
2002-B): 
Ov(R, 8, t) °* Ov(R,9,7) g Holt =7) 4 
ðr -zn Í Br dp foe 
-a 人 > aR a cosn(ø-0)a t Dar 
= > ñ J. ™ 4(R, 4, t) cosn($ — 8)d¢, (8.2.29) 
其 中 特殊 函数 : 
4vt ewe du 


Ball) = Fs i 


应 用 变换 (8.2.9)， 由 上 式 可 得 二 维 K-P-Z 方程 在 人 工 边界 Up 的 非 线性 人 工 边 
界 条 件 : 


ouR od 1 /日 
B=- E 
_u(R,0 sO) ode 


+$ o° 2x 
-aa [> | Floren) -uR 


Hn(t — r) 
oe 


°° 2r 
en Í euR) 


+ exp(u(R, %,t))cosn(% — 0)dó 


+ cosn(¢ — 0) 


=K} (u, u). (8.2.30) 


应 用 非 线性 边界 条 件 (8.2.30), 可 将 K-P-Z 方程 的 初 值 问 题 (8.2.2)~(8.2.4) 
等 价 地 简化 为 有 界 计算 区 域 BEP x [0,T] 上 的 初 边 值 问题 : 
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= Au + |Vul? + f(z,t), V (z,t) € BY” x [0,7], (8.2.31) 
oul Rat =K2(u,u), V te (07), (8.2.32) 
u(z,0) = uo(z), z € By. (82.83) 


在 准确 人 工 边界 条 件 (8.2.30) 右 端 对 无 穷 级 数 进 行 截断 ， 选 取 前 N 项 记 其 

A Kå (u, ur), 则 由 (8.2.30) 得 到 二 维 K-P-Z 方程 的 一 系列 近似 非 线性 人 工 边 界 

ah du(R, 6, t) 

= Kh (uu), N =0,1,2, +. (8.2.34) 

应 用 近似 非 线 性 边界 条 件 (8.2.34), 可 将 K-P-Z 方程 的 初 值 问题 (8.2.2)~(8.2.4) 

近似 地 简化 为 有 界 计算 区 域 BER x [0,T] 上 的 一 系列 近似 初 边 值 问题 (N = 
0,1,-++): 


= Aut|Vul? + f(z,t), V (z,t) € BY” x [0,7], (8.2.35) 
oul 68 =K3(u,u), V te (0,7), (8.2.36) 
u(z,0) =uo(z), z € By”. (8.2.37) 


在 有 界 计算 区 域 BO? x (0,7) 上 求 出 初 边 值 问题 (8.2.31)~(8.2.33)( 或 者 (8.2.35) 
= (8.2.37)) 的 数值 解 即 可 得 到 原 问题 的 数值 近似 解 。 


8.2.3 K-P-Z 方程 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 (d = 3) 


fed = 3 的 情况 , 无 界 区 域 O. 是 半径 为 R 的 球 的 外 部 。 在 论文 (Han and 
Yin, 2005) 中 给 出 了 三 维 热传导 方程 的 人 工 边界 条 件 ， 即 问题 (8.2.10)~(8.2.12) 
的 解 u(r, 6,0,t) (在 极 坐 标 下 ) 在 人 工 边界 DR 上 满足 : 


Ou(R,9,9,t) 1 
RAAN ip Jasa 


Ov(R. £ w,T) An 
-wr i Seu Fer 


= 3 (esti f + vee +1) v(R, €, Y, t) Pr (cos y)dSg,y 


Pa ff onsen 


= É 
+P, (esas Ear] : (8.2.38) 
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其 中 ， 
cosy = cos € cos 0 + sin € sin 0 cos(wW — ó), (8.2.39) 
Pa( * ) dé n Br Legendre 多 项 式 ， 
4VE et du 
Ay+3(t a 8.2.40 
ml) = TR Jo EnaA z Rju paue 


由 非 线性 变换 (8.2.9) 和 公式 (8.2.38) ) 立刻 可 得 三 维 K-P-Z 方程 在 人 工 边 界 Or 
上 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 : 
Əu(R,0,%, 1 
ae R | teslu( 6.9.0) -1} 
+ explu(R, 0, 9,t)]dSew 


-gaf [Ht [u(R, €,¥6,7) 
Tes J, J, Br ET 


_u(R,0,¢,t)]dSew 有 


[n+1)(2n+1) 
-2 eo [oven &,¥,t)) — 1] 
+ exp[u(R, 0, $, t)] Pn(cos 7)dS¢,y 

+ 26 +l Le — exp[u(R, €, Y, 7T) — u(R, 0, >, t)] 


ing (t — r) 
. mia, Hay 


= K3,(u,u). (8.2.41) 


应 用 非 线性 人 工 边 界 条 件 (8.2.41)，K-P-Z 方程 的 初 值 问题 (8.2.2)~(8.2.4) 
等 价 于 下 面 有 界 计算 区 域 BEP x (0,7) 上 的 初 边 值 问题 : 


= Aut|Vul? + f(z,t), V (z.t) € BY? x (0, T| (8.2.42) 
OH, = K? (u, u), (8.2.43) 
ult=0 = uo(z), V |z| < R. (8.2.44) 


在 等 式 (8.2.41) 右 端 将 无 穷 级 数 进行 截断 , 仅 选取 前 面 的 N 项 记 其 为 KX (u, ut)» 
则 我 们 得 到 一 系列 近似 非 线 性 人 工 边 界 条 件 (N = 0,1,2, +): 


Suh 6.) =Kš(u,w), N=0,1,2,---. (8.2.45) 
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应 用 近似 的 非 线 性 人 工 边 界 条 件 (8.2.45), 可 将 K-P-Z 方程 的 初 值 问 题 (8.2.2)~ 
(8.2.4) 近似 地 简化 为 下 面 有 界 计算 区 域 BOR x |0. T) 上 的 一 系列 近似 初 边 值 问 
题 : 


u = Aut |Vul?+ f(z,t), V (at) € Bg” x (0,7) (8.2.46) 
ðu 

Falak = K3 (u, u), (8.2.47) 
ult=0 = uo(z), Y |z| < R. (8.2.48) 


在 论文 (Xu, Han and Wu, 2006) 中 对 上 述 问题 进行 差分 离散 化 ， 得 到 了 原始 问 
题 在 有 界 计 算 区 域 上 的 数值 近似 解 。 


8.3 三 次 非 线性 Schrödinger 方程 


考虑 下 面 三 次 非 线性 Schrodinger 方程 的 初 值 问题 : 
iela, t) + Vrelz, t) — 2p|0(z, t)|20(z, t) = f(z;t), 
V (x,t) € R! x (0, T], (8.3.1) 
W(z,0) = wo(z), V z€ R, (8.3.2) 
其 中 参数 p = 1 (对 应 focusing) 或 p= —1 (对 应 nonfocusing); f(z, t), Vols) 是 
已 知 复 值 函 数 , 并 且 假 设 其 支 集 是 紧 的 , 即 : 
supp{f(z,t)} c [-1,0] x [0, T], supp{wo(z)} c [=1,0]. 
引进 入 工 边界 : 
Sp = {(2,t)| z=0,0<t<T), 
了 1={(zbl z=-1, 0<t<T}. 
8.3.1 ”人 工 边界 xo 和 Sı 上 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 
下 面 分 别 在 人 工 边界 Dp 和 Dy 上 找 出 问题 (8.3.1)~(8.3.2) AY w(x, t) 
满足 的 非 线 性 人 工 边界 条 件 。 首 先 考虑 (x, t) 在 区 域 [0, 十 oo) x [0,T] 上 的 限 
制 , h(a, t) 满足 : 
iu (a, t) + VzzlT, t) — 2plw (2, t) P Yl, t) = 0, 
V (zi € [0, +00) x (0, T], (8.3.3) 
w(0,t) = golt), Y t€ [0,T], (8.3.4) 
v(2,0)=0, Y z € [0, +00), (8.3.5) 
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对 于 已 知 的 go(t)(go(0) = 0), 在 论文 (Boutet de Monvel, Fokas and Shepelsky, 
2003) 中 研究 了 问题 (8.3.3)~(8.3.5), 并 且 给 出 了 gi(t) = 如 (0, 5 golt) 满足 
的 关系 式 , BH: 


" t 
x(t) =90(t) Ma(tst) += S e fetta, 2r—ar— a m) dk, (8.3.6) 
aD 0 


其 中 函数 Mj(t, s), j = 1,2 和 下 面 公式 中 出 现 的 函数 L; (t. s), ; = 1,2 ERM 
{t>0, -t<s< 寺 上 满足 微分 方程 : 


Lu — Lis = ign(t)L2 + a(t)My + A(t) Mp, (8.3.7) 
Lu + Los = —ipgi(t)L1 — a(t) M2 + pB(t) Mi, (8.3.8) 
Mit — Mis = 2go(t)L2 + ign (t) Mo, (8.3.9) 
Mu + Mos = 2pGoL1 — ipg(t) Mi, (8.3.10) 

和 边界 条 件 : 
Li(t,t) = salt) alken = 0, (8.3.11) 
M,(t,t) = go(t), Mo(t, —t) = 0, (8.3.12) 

FH., 
a(t) = £ (gon — doar) a(t) = 3 dp _ lg Ë (8.3.13) 
= 5 (091 — Gos): = z(a oll 9). 3. 


其 中 区 域 D 表示 复 平面 的 第 一 象限 , BHH: 
= (k|k € C, Rek > 0，Imk > 0}. 


OD 表示 D 的 边界 , 在 积分 (8.3.6) ear eae +ioo 沿 虚 轴 到 坐 
标 原 点 , 再 沿 实 轴 到 too. MF LRU golt). 2 (t) 通过 求解 微分 方程 的 边 值 问 
Bü (8.3.7)~(8.3.13) 可 得 函数 Mai(t,s)，Ma(t, s)， 然 后 得 到 公式 (8.3.6) 的 右 端 。 
将 (8.3.6) 右 端 记 为 Ko(go, gl),， 则 等 式 (8.3.6) 可 简 记 为 : 


g(t) = Ko(go. 91)- (8.3.14) 


等 式 (8.3.14) 是 三 次 非 线性 Schrodinger 77 FYE ll A (8.3.1) ~(8.3.2) KIRE (z, t) 
在 人 工 边 界 So 上 满足 的 准确 非 线 性 边界 条 件 。 
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完全 类 似 地 在 人 工 边界 Dı 上 , >: 
ho(t) = ¥(-1,t), 
hi(t) = w, (—1,t), 
则 可 得 到 三 次 非 线性 Schrödinger 方程 初 值 问 题 (8.3.1)~(8.3.2) 的 解 (x,t) 在 
人 工 边界 Dy 上 满足 的 准确 非 线性 边界 条 件 : 
hy(t) = —Ko(ho(t). —hi(t))- (8.3.15) 
8.3.2 ARKH [一 1,0] x [0, T] 上 的 等 价 初 边 值 问题 


Zheng C.X.(2006-A) 应 用 非 线 性 人 工 边 界 条 件 (8.3.14)~(8.3.15) 将 无 界 区 
BR R? x [0, T) 上 的 初 值 问题 (8.3.1)~(8.3.2) 等 价 的 简化 为 有 界 计算 区 域 [一 1, 0] x 
(0, T] 上 三 次 非 线性 Schrödinger 方程 的 初 边 值 问题 : 


idy(a,t) + za (z, t) — 2p|(x,t)|?v(a, t) = f(az; t), 
Y(z,t) € (—1,0) x (0, T], (8.3.16) 
gilt) = Ko(go, 91), V te (0,T), (8.3.17) 
h (t) =—Ko(ho,—hi), Vt € (0,7). (8.3.18) 
w(a,0) = polz), V z€ [-1,0], (8.3.19) 
为 了 计算 初 边 值 问题 (8.3.16)~(8.3.19) 的 数值 解 , Zheng C.X.(2006-A) 将 非 线性 
人 工 边 界 条 件 (8.3.17)~((8.3.18)) 改写 为 较 简 单 的 形式 。 记 : 


f(r) = Mi(t, 27 — t), 


t 
r= f p: f eaee-bj(r)dr- AED | ag. 
aD 0 2i 


由 方程 (8.3.9) 和 边界 条 件 (8.3.12) 可 得 : 
f(0) = Mi(t, —t) = 0, 


应 用 等 式 


1- e? Vael*/4 
dk = 2Vne™ 
ho # 


和 分 部 积分 , 我们 得 到 : 
Š SG M. (t.t) 
I= 2k? | eO- F(T)dr — ———— Jok 
"Sai 


2i 
1 t ik? 
= - ff i fi (ret OY drdk 
2i Jap Jo 
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ee 24 
~~ i z f, a fC) dik? dk 


= 1 '(0)(1 一 ee 一 4ik2t ) [ 1 — e Aik? (t-7) a 
=T Ll Jik? EA ae SF (r) dr) de 


__1) Ff) t Vlt =7) pn in 
-| 7 va f r J md 2Vnei™/4 


i 


t u 
= WE ge f'o) dr 


| (8.3.20) 


将 表达 式 (8.3.20) 代入 非 线性 边界 条 件 (8.3.6) 可 得 非 线性 边界 条 件 (8.3.17) 的 
等 价 形式 : 


(t) = go(t) Mo(t, t) — 


—ix/4 t 一 
° ar (8.3.21) 
0 


Vx Vt-—7 
在 非 线 性 人 工 边界 条 件 (8.3.21) 中 函数 M(t, s); M2(t, s) 是 未 知 的 , 它 需 要 与 函 
数 Li(t,s)，L2(t, s) 同时 通过 求解 微分 方程 的 边 值 问题 (8.3.7)~ (8.3.13) 得 到 。 
完全 类 似 地 可 以 得 到 hi(t) 和 holt) 在 X 上 满足 的 与 非 线 性 边界 条 件 (8.3.18) 
等 价 的 边界 条 件 。 在 论文 (Zheng, 2006-A) 中 给 出 了 有 界 计算 区 域 上 初 边 值 问题 
(8.3.16)~(8.3.19) 的 差分 近似 解 。 

进一步 Zheng (Zheng, 2006-B; Zheng, 2007) 对 一 维 KDV 方程 , 一 维 sine- 
Gordon 方程 等 非 线 性 方程 得 到 了 准确 的 人 工 边界 条 件 。 


8.4 ”构造 近似 非 线 性 人 工 边界 条 件 的 算 子 分 裂 方 法 
考 虚 下 面 一 般 非 线性 Schrödinger 方程 初 值 问 题 的 数值 解 : 
iypelz, t) + rz (z, t) — g(|0(z,t)|2)0(z,t) — Vy (r,t) = 0, 
V (x,t) € R! x (0,7), (8.4.1) 
u(x, 0) = Wo(z)， vreR, (8.4.2) 
其 中 V 是 已 知 的 常数 , (€) 是 已 知 实 值 函 数 , 特别 地 当 V = 0, gE) = p€ 时 ， 
问题 (8.4.1) ~ (8.4.2) 简化 为 在 8.3 节 中 讨论 的 三 次 非 线 性 Schrédinger 方程 


(p = 1 (对 应 focusing) 3È p = —1 (对 应 nonfocusing)); wo(z) 是 已 知 复 值 函数 ， 
并 且 假设 其 支 集 是 紧 的 , 即 : 


supp{wo(z)} c [—1, 0]. 
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引进 入 工 边界 : 


Xp = {(z,t)| s=0 0<t<T}, 
S_1={(2,t)| «=-1,0<t<T}. 


如 果 我 们 能 够 在 人 工 边 界 Xo, X-i 上 找到 问题 的 准确 (或 近似 ) 的 吸收 入 工 边界 
条 件 , 则 可 将 问题 简化 到 有 界 计算 区 域 Di = ((z,t)| —1< z <0,0 <t < T) E 
进行 数值 求解 。 显 然 8.3 节 中 针对 三 次 非 线性 Schrödinger 方程 给 出 的 方法 不 能 
应 用 于 问题 (8.4.1)~(8.4.2)。Xu Z. L. 和 Han H. D. (2006) 提出 了 构造 非 线性 发 
展 方程 的 近似 非 线 性 吸收 边界 条 件 的 SLAB (Split Local Absorbing boundary) 
方法 ， 即 将 算 子 分 裂 方法 与 线性 问题 的 局 部 吸收 条 件 相 结 合 去 构造 一 般 非 线性 
Schrédinger 方程 初 值 问题 (8.4.1)~(8.4.2) 的 近似 非 线性 人 工 边界 条 件 ， 从 而 可 
以 近似 地 将 问题 (8.4.1)~(8.4.2) 简化 到 有 界 计算 区 域 上 进行 数值 求解 。 本 节 的 主 
要 内 容 来 源 于 论文 (Xu and Han, 2006)。 


首先 将 时 间 离散 化 , 取 At = aN 是 一 个 正 整数 。 令 : 


t, = nAt, n=0,1,-:- ,N. 


在 每 个 时 间 区 间 [tn, tn+1], (n = 0,1,… N 一 1) 上 求解 问题 : 


iy (z, t) + Vrelz, t) — g(l0(z,t)|2)W(z, t) — Vy(z,t) = 0, 
V (z,t) € R! x (tn, tn+i], (8.4.3) 


Y(T, tn) = 0(z,t,), V ze R', (8.4.4) 


其 中 W(z,0) = Vo ax)» 进一步 应 用 算 子 分 裂 方法 将 问题 (8.4.3)~(8.4.4) 近似 地 分 
解 为 下 面 两 个 问题 , 进行 连续 求解。 


ipi (x,t) + Yžz(T, t) — Vv" (x,t) = 0, 
V (a, t) € R! x (tn, tn4i]; (8.4.5) 
Y(T, tn) = P(T, tn) Var eR’, (8.4.6) 


ive (x, t) — g(\d (zx. t)|?)¥(@, t) = 0, 
V (x,t) € R! x (tn, tn+1], (8.4.7) 


(a, tn) =" (2,tn41), VreR', (8.4.8) 
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问题 (8.4.7)~(8.4.8) 是 一 阶 非 线性 常 微分 方程 的 初 值 问题 , 对 于 任意 ze [—1, 0]， 
可 由 初 值 Ww*(z,tn+1) REE (z,tn+1) 的 值 VlT, tny) 在 人 工 边界 Xo, -1 上 
不 需要 其 他 任何 边界 条 件 。 问题 (8.4.5)~(8.4.6) 是 线性 Schrodinger 方程 的 初 值 
问题 。 为 了 在 有 界 计算 区 域 [一 1,0] x (tn,tn+1] 上 求解 问题 (8.4.5)~(8.4.6), 我 
们 必须 研究 线性 Schrödinger 方程 在 人 工 边界 Xo, Xa 上 的 局 部 吸收 入 工 边界 
条 件 。 


8.4.1 线性 Schrödinger 方程 的 局 部 吸收 入 工 边界 条 件 
考虑 线性 Schrodinger 方程 (8.4.5) 具有 下 面 形式 的 解 : 


w(a,t) = expi(kz — wt), (8.4.9) 
对 应 的 色散 关系 为 : 
k=w—V, 
即 : 
k=+Vu-V. (8.4.10) 


在 公式 (8.4.10) 中 取 正 号 表示 波 向 z 轴 的 正方 向 转播 , 取 负 号 表示 波 向 z 轴 的 
负 方 向 转播 。 应 用 多 项 式 逼 近 或 者 有 理 逼 近 对 (8.4.10) 右 端的 函数 Vw — V 8 
近 , 可 得 到 线性 Schrodinger 方程 (8.4.5) 在 人 工 边界 Xo (在 公式 (8.4.10) PRE 
B), Dı (在 公式 (8.4.10) 中 取 负 号 ) 上 的 局 部 吸收 人 工 边界 条 件 。 例 如 在 w = wo 
给 出 函数 Vw — V 的 一 个 二 阶 精度 的 (1. 1) Pade BE: 


1 十 3z 
k=+ko 342° 
geet 2 = 2 SY, IEH wo = Ag + V, ko > 0 为 一 个 选 定 的 参考 波 数 。 由 此 在 人 
0 


工 边界 Up (HUES), Sa (WAS) 上 得 到 近似 的 色散 关系 : 


(3k2 — V)k + wk = +tko(k? — 3V) + 3kow. (8.4.11) 

近似 色散 关系 (8.4.11) 对 应 于 微分 方程 : 
wet — i(3k2 — V), = ko (kg — 3V)w + i3kow. (8.4.12) 

应 用 线性 Schrödinger 方程 (8.4.5) 可 得 : 
Vart = eer — İV Yr- (8.4.13) 


将 方程 (8.4.5), (8.4.13) 代入 (8.4.12) 消去 导数 de, wzt 可 得 : 
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Wren — 3key + {—3ikowzz + ikg} = 0. (8.4.14) 


等 式 (8.4.14) 就 是 论文 (Fevens and Jiang, 1999) 中 给 出 的 近似 吸收 边界 条 件 。 
下 面 我 们 应 用 算 子 分 裂 法 和 线性 Schrodinger 方程 的 近似 吸收 边界 条 件 (8.4.12) 
将 原 问题 (8.4.1) ~ (8.4.2) 化 简 到 有 界 区 域 上 进行 数值 计算 。 
8.4.2 ” 有 界 计算 区 域 上 的 差分 近似 

考虑 问题 (8.4.1)~(8.4.2) 在 有 界 计算 区 域 [1,0] x [0,7] 上 的 差分 近似 。 取 
空间 步 长 Az = 1/J, J 是 一 个 正 整 数 。 记 : 


aj=jAx, j=0,+1,42,---. 


以 ye 表示 波 函 数 (x,t) 在 点 (zj,tn) 的 近似 值 。 已 知 {V7 j = —J,-(J — 
,0}， 下 面 给 出 求解 {V7 j= 一 了 一 (J 一 1),… ,0} 的 差分 方程 。 在 点 
(zjytn41)(j = 一 (J 一 1),… ,一 1) 上 直接 对 原 方程 (8.4.1) 进行 差分 离散 化 可 得 : 


wn yr (58 — 2ynt +y n Oh — 2h +R 
At 2477 2Az2 


好 + 好 _ 
D avp a, 
一 (J 一 1 ls n=0,1,---,N-1. (8.4.15) 
HERES I (ED RANT GER T+ 1 NAR SATE YG = 一 J 一 (J 一 1),… , 0) 
但 是 (8.4.15) 中 只 有 ,J 一 1 个 方程 。 下 面 分 别 在 人 工 边界 Xo 和 S 附近 应 用 算 子 
分 裂 法 和 近似 的 吸收 人 工 边 界 条 件 补 充 上 缺少 的 方程 。 在 人 工 边界 So M S M 
近 分 别 取 三 个 节点 (5-1, tn), (as, ta). (z+ tn)» IEP s = -1 RÆ s = —(J—-1)- 
BA Yh als = 一 1, 一 (了 一 1),Q = 一 1,0,1), 第 一 步 对 线性 问题 的 局 部 吸收 入 工 
边界 条 件 (8.4.12) 进行 离散 化 可 得 (s = 一 1, 一 (J — 1)): 


Yt — 0° n yn 
—i(3k2 — vy) (Has ra a 


(|= +n 


1 A . 
tzara Yer — We-1— Vi +s) 


(8.4.16) 


= 2 ayy Vet US | a Vs — Ve 
= tko(kj — 3V) $5 + Biko 


在 上 述 方程 中 当 s = -1 HRES, s= —(J — 1) 时 取 负 号 。 在 方程 (8.4.16) 
中 我 们 引进 了 六 个 中 间 值 TWs as(s= 一 1, 一 (j 一 1);Q = 一 1,0,1)}, 即 我 们 又 引进 
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六 个 新 的 未 知 量 。 WDP {Vals = 一 1, 一 (j 一 1);Q = 一 1,0,1)} 为 初 值 求解 
非 线 性 常 微分 方程 (8.4.7) 可 得 : 


Wid =exp{—ig Wie ANU a: s=0,-J;a= -1,0,1 (8417) 


综合 方程 (8.4.15) ~ (8.4.17), 我 们 得 到 由 J + 7 个 方程 组 成 的 包含 J 十 7 个 未 知 
Hop, j= —-J,—-(J —1),-:: 0; Ves 8 = -1,-(J- 1), a = -1,0,1} 
的 非 线 性 代数 方程 组 。 数 值 求解 非 线 性 代数 方程 组 (8.4.15) ~ (8.4.17)， 可 得 
(wr, j = -J,—(J 一 1),… ,0}。 这 样 我 们 就 实现 了 在 有 界 计算 区 域 Di = 
{(x,t)| 一 1< z < 0，0 < t<T} 上 数值 求解 原 问题 (8.4.1) ~ (8.4.2) 的 目标 。 
在 论文 (Xu and Han, 2006) 中 给 出 的 数值 例子 说 明 用 算 子 分 裂 与 线性 问题 局 部 
吸收 边界 条 件 相 结 合 的 方法 为 一 般 非 线性 Schrödinger 方程 构造 出 的 非 线性 吸收 
边界 条 件 是 十 分 有 效 的 。 在 另 一 论文 (Xu, Han and Wu, 2007) 中 , 这 一 方法 已 
被 应 用 于 多 维 非 线性 Schrödinger 方程 。 

在 实际 计算 中 , 还 存在 如 何 选取 参考 波 数 ko 的 问题 。 在 论文 (Fevens and 
Jiang, 1999) 和 (Xu, Han and Wu, 2007) 中 分 别 讨论 了 解决 这 个 问题 的 方法 。 

本 章 内 容 的 主要 参考 文献 为 : Han, Wu and Xu (2006); Xu, Han and Wu 
(2006); Zheng (2006-A); Xu, Han and Wu (2007)。 其 他 的 相关 工作 可 参阅 Zheng 
(2006-B, 2007); Szeftel (2006-A, 2006-B); Fevens and Jiang (1999); Han, Huang 
and Yin (2008)。 
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在 许多 实际 问题 中 , 经 常 需要 求解 具有 奇 性 解 的 偏 微分 方程 。 例 如 在 线性 断 
WJH (Anderson, 1995)， 需 要 研究 带 裂 纹 的 弹性 体 在 各 种 载荷 条 件 下 的 
应 力 分 析 。 在 裂纹 的 顶点 一 般 情况 下 会 产生 应 力 集中 的 现象 , 因而 在 裂纹 的 顶点 
应 力 是 无 界 的 , 即 我 们 所 研究 的 线性 弹性 方程 组 的 边 值 问题 的 解 带 有 奇 性 。 问题 
的 解 的 奇 性 给 这 类 问题 的 数值 求解 带 来 了 挑战 性 的 困难 , 克服 困难 的 一 个 办 法 就 
是 应 用 人 工 边 界 方法 。 在 这 一 章 中 我 们 讨论 人 工 边界 方法 对 带 奇 性 问题 的 应 用 。 


9.1 带 有 奇 性 的 修正 Helmholtz 方程 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 有 界 区 域 上 的 修正 Helmholtz 方程 的 数值 解 。 当 所 考虑 
的 区 域 带 有 角 点 时 ， 此 方程 的 解 可 能 带 有 奇 性 。 在 另外 一 种 情形 : 当 边 界 条 件 
由 一 种 转 为 另外 一 种 时 ， 例 如 Dirichlet 边界 条 件 在 某 一 点 转 为 Neumann 边界 
条 件 时 ,方程 的 解 也 可 能 在 这 一 点 具有 奇 性 。 假设 2 c R2 是 一 有 界 区 域 (如 图 
9-1 AR) HAURA I = P.O Ts. 假设 在 r, 和 Py 上 分 别 给 出 Dirichlet 和 
Neumann 边界 条 件 , 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 


—Au+agu=f in, (9.1.1) 
u=0 onl», (9.1.2) 
Ou q 

Ən h only, (9.1.3) 


其 中 f e L2(Q), h e L(y) ao 是 一 个 非 负 实数 。 令 : 
V={veH'(2)|v=0onTp}. 
则 问题 (9.1.1) ~(9.1.3) 的 变 分 形式 为 : 
j uc V, Ë 
Coe a= f fears f hvds, W eV. 0-1.4) 


一 般 地 说 ， 变 分 问题 (9.1.4) 的 解 we H1(Q), 但 是 u Z H*(Q)(k > 2)。 因 此 ， 
标准 有 限 元 方法 不 能 给 出 变 分 问题 (9.1.4) 满意 的 数值 结果 , 尤其 是 在 奇 点 附近 。 
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下 面 我 们 介绍 如 何 应 用 人 工 边界 方法 来 提高 数值 解 的 精度 。 


图 9-1 KR O 


9.1.1 ”在 奇 点 附近 的 人 工 边 界 条 件 


首先 在 区 域 Q 中 引进 入 工 边界 Tk = (z| z € R, |e] = R} Tn 将 0 分 割 为 
两 部 分 (如 图 9-2(a) 所 示 ): 


QR = {z| TER, |x| < R}, 
Ne = {z | 1ER, |z| > R}. 


iG 


(a) K Q Bl Q, (b) ATHAN 和 区 域 Q 
图 9-2 


假设 在 OQ, 中 f = 0。 在 极 坐 标 下 , 原 问 题 (9.1.1)~(9.1.3) 的 解 在 区 域 Q, 上 
的 限制 满足 : 


—Aut+apu=0 in A, (9.1.5) 
u=0 only, (9.1.6) 
u = u(R,0) = ur(0), on Tp. (9.1.7) 
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问题 (9.1.5)~(9.1.7) 的 解 有 下 面 的 展开 式 : 


-于 oo F )sin ( z) i (9.1.8) 
其 中 wx 是 奇 点 的 内 角 ， 
g(r) =r"/2, ag =0 
agr\"/# (aor)? 
om = zo (asr) = (S) > n THT ao > 0. 


当 ay > 0 时, Inj (aor) 是 修正 的 第 一 类 Bessel 函数 ,其 阶 为 n/w。 由 (9.1.7) R 
们 得 到 系数 如 ,mn = 1,2,… 的 表达 式 : 


bn = zim J Ur(¢) sin (= 2] dy 
其 中 REMI Tr 的 半径 。 因 此 我 们 得 到 问题 (9.1.5)~(9.1.7) 的 解 : 


u(r, 0) = > an sin (2) i. Up(¢) sin (z m) dó 


二， r,0). (9.1.9) 


限制 在 Pa 上 我 们 得 到 : 
u(R, 0) = H (ur, R,0). (9.1.10) 
等 式 (9.1.10) 即 为 问题 (9.1.1)~(9.1.3) 的 解 u 在 圆 弧 Fa 上 所 满足 的 条 件 。 


9.1.2 ”基于 人 工 边界 条 件 的 迭代 法 


利用 等 式 (9.1.9), 我 们 可 以 构造 一 个 求解 问题 (9.1.1)~(9.1.3) 的 迭代 法 。 为 
简单 起 见 ， 我 们 假设 问题 (9.1.1)~(9.1.3) 只 有 一 个 在 原点 的 奇 点 (图 9-1) 并 且 
Ty = 0, 再 引进 和 人工 边界 所 ,如 图 9-2(b) MR. P, 是 以 Ry 为 半径 的 圆 弧 , 使 
得 0< R. < R. £: 


QO) = {x |x EQ, zl > Ri). 


假设 矿 的 支 集 包含 在 Q H, HE To E u = 0。 由 等 式 (9.1.9) 可 得 问题 
(9.1.1)~(9.1.3) 的 解 u Æ P, 上 的 限制 : 


u(Ri,0) = H(ur, Ri1,0). 
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因此 限制 在 Q, 上 问题 (9.1.1)~(9.1.3) 等 价 于 下 面 的 问题 : 
—Au+agu=f inf!, 
u=0 on UT, 
u= H(ur, R1,0) on D. 
由 于 un 是 未 知 的 ， 我 们 构造 下 面 的 迭代 法 来 求解 问题 (9.1.11)~ 
—Au) +aou = f in 22, 
u =0 on UT, 
ul) = H(ut Dd, Ri,0) on Th, 
其 中 uf) = uk-D(R,b)。 令 : 


= {v € H'(Q}) |v =0 on UTU N}, 


(9.1.11) 
(9.1.12) 
(9.1.13) 
(9.1.13): 
(9.1.14) 
(9.1.15) 


(9.1.16) 


vy? = {u € (oD) | v =0 on ure = Hu U Ra, 0) on n), 


问题 (9.1.14)~(9.1.16) 的 变 分 形式 为 : 


Bulk), Ru eV, te 
aj(u(k) o) =(f,v), Wen, 


其 中 ， 


(9.1.17) 


ay(u,v) = f (VuvVv+aouv)dr, (f,v) = J, fv dz. 


不 难看 出 上 述 的 迭代 法 实际 上 等 价 于 下 面 的 Schwarz 交替 迭代 法 : 


一 Au Œ $ aouf *) f in Re, 

ul) = 0 on Io Ü T. 

uff) = ugd on M, k=1,2,--- 
—Au. 的 + aoud *) — f in Q, 
k) 一 0 on Ip, 


us) =u) om Ix, k=1,2,-=::. 


(9.1.18) 
(9.1.19) 


(9.1.20) 


(9.1.21) 
(9.1.22) 


(9.1.23) 
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对 于 问题 (9.1.18)，(9.1.20) 的 解 u!) e HUR.) Q: 


k 
u(x) = uf" (a), T E Ne, 
uf) (x), r€ QA Re, 


这 样 我 们 就 将 ul) 延 拓 到 区 域 Q 上 , 并 且 ul) e V。 对 于 问题 (9.1.21)~(9.1.23) 
的 解 us) E H1(0,), 令 : 


(k) 
wa) _ (z), TEM, 
u(r), ze QAQ, 


BU uP 延 拓 到 区 域 Q 上, 并 且 uP ev. 4: 

W = {ve H! (Ai) | v =0 on Tr U To}, 
W: 

uu de uau e W. 
定义 双 线 性 形式 

ao(u, v) af (VuVu + aouv)dz, 
aX 

则 问题 (9.1.18)—(9.1.20) 和 问题 (9.1.21) ~(9.1.23) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


l Ru? tu” — ÍD ev R 


a (ut) — u,v) = 0, Vu € W, 


| Ruf? te ul) —ul? EVs 及 
an(us) — u,v2) = 0, Vu2 € Vz, 
其 中 心 是 问题 (9.1.1)~(9.1.3) 的 解 。 用 Pv, : V 一 Vii = 1,2, 表示 由 内 积 空间 
V 到 内 积 空间 V, 的 投影 算 子 , 则 由 (9.1.24) 和 (9.1.24) 得 到 : 
Í RUP rat 一 uD eV 及 


aj (ut) _ uf) 1) =a(u— uf) v), Wu € W. 


{ Ru tu -uP eve B 


ap(us*) 一 ul, v2) = a2(u— ul), v2), Vu2 € V2. 
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显然 我 们 有 : 
uf) -utd = Pu (u -uf D), (9.1.24) 
uP —u = Py,(u—ul), k=1,2,... (9.1.25) 
HF u— uk) = u- uf) 十 ul) — uF) 及 uff) = ui) eV, RNA 


u-u evt. 类 似 地 , u — uf’) e Veh. See VA Jë V, 在 V 中 的 直 交 补 。 因此 
(9.1.24) 和 (9.1.25) 等 价 于 : 


u —u) = 


= Pya (uu), (9.1.26) 
u= uP = Py (u= ut), FE (9.1.27) 
€ 


eP =u- i=1,2 


则 (9.1.26) 和 (9.1.27) X: 


ef”) = Pye), (9.1.28) 
ef) = Pye, | E AE (9.1.29) 

因此 我 们 有 : 
eft) = Pyg Pye”, ee (9.1.30) 
et) = Py Piel), k=0,1,.…. (9.1.31) 


由 (9.1.28) 和 (9.1.29) 可 知 车 {el}, i= 1,2, 收敛 , 则 其 极限 属于 Vi Veh = 28 
似 于 Lions (1988) 和 Yu (1994-A) 中 的 证 明 , 我 们 可 以 得 到 : 
定理 9.1.1 jim lle I], =0, i=1,2. . 
定理 9.1.2 ”存在 常数 a, 0 < a < 1, 使 得 : 


jel see eh < le s 
1 1 


定理 9.1.1 和 定理 9.1.2 显示 上 述 的 Schwarz ZERRAILA. — ABH 
说 , 在 上 述 几 何 收敛 阶 估计 中 的 常数 a 不 容易 确定 。 然而 , 当 卫 是 一 圆 弧 时 ,我 
们 可 以 得 出 a。 考虑 区 域 Q. 由 R. < r < R2,0 < 0 < ox 给 出 , 其 中 R; Jë T 
的 半径 。 BRE TN 上 


) =. ng 
(0 s= i 
e> (Ri, 9) = esa (2) 
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给 定 , BET 上 ef! (Ro, 0) = 0, 则 由 分 离 变 量 法 可 以 得 到 ef)(r,g) 在 2 中 的 


表达 式 : 
a) s nju af ng 
eì (7,8) = (Anr + Bnr™ 1) sin (22), 


n=1 


其 中 ， 
a, Rn!” —a Rue pani 
RP = Reve” n= Rive = Rane i 


a= 


限制 在 Pa 我 们 得 到 : 


°° 
ef (R,8) = D> (AnR"/® + B R") sin (=) 


n=1 


由 (9.1.8) 我 们 得 到 : 


(Ry, 8) = 3 basin ( =), 


其 中 ， 
2 ‘ial . (n 
ba= ame Í ef (R, @) sin (=) dó 
an Ry” R2n/w 一 Rane 
= gprs (An + Baw) = leo 
R2n/w (Ri -A ) 
因此 : 
eo 2 1/2 n/a |? 
l: [a = +1) Jon | 
2 
= 24 12a, (By Bee 一 R>“ 
E ye ) ”| R Rene _ parle 
n=l 1 T, 
oo 2n/w|2 
R. 
<y `m2 + 12 |a, 的 
> R 
RN a ， R Ne š 
els fire à = [28% (0) 
( a) de +1 en ( =) les lan 
类 似 地 我 们 得 到 : 


2/ 
[Mae < (Fe) Phar 
1 llyz,ra R; 1 |h/2,ra 


332 . 人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


因此 我 们 有 : 
le 4 n S ay” le ler’ 
(k-1)/w 
l: i Tr <(z) le A n 


最 后 ,由 迹 定理 我 们 得 到 : 


(k-1)/ 
el. < ,lel <e(z) 


由 此 可 见 迭 代 法 的 收敛 阶 依赖 于 人 工 边界 Pa, P. 和 T, 的 半径 之 比 。 令 R= 
Vo, WA: 


大 /2w (k—1)/2w 
khas E) > Phasc) 


9.2 ” 带 有 奇 性 的 交界 面 问题 


当 偏 微分 方程 的 系数 出 现 间断 时 ,其 解 可 能 带 有 奇 性 , 交界 面 问题 是 一 个 典 
型 的 例子 。 假 设 Q 是 平面 上 的 一 个 以 P 为 边界 的 有 界 区 域 ( 见 图 9-3), ERE 
标 下 我 们 考虑 下 面 的 交界 面 问题 : 


-V(pVu)=f ing, (9.2.1) 

u=g onl, (9.2.2) 

u(r, Bk — 0) =u(r,ók +0), 1<k<M, (9.2.3) 
ðu ð 

pri ("be — 0) = pr (nb +0), 1<k<M, (9.2.4) 


其 中 直线 0 = = 1,2,.… M 是 交界 面 ， 这 些 交界 面 将 Q 分 为 子 区 域 
ñu. Ou 系数 p 是 分 片 正常 数 ， 即 在 Q, 中 p= prk = 1,2,- , M(po = 
pu) f 和 g 是 Q 和 三 上 的 给 定 函数 。 

引进 集合 和 空间 : 


H}(Q) = {v : v € H™(R) vir = gh, 
H}(Q) = {v : v € H (R), v|r = 0). 
则 边 值 问题 (9.2.1) ~ (9.2.4) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


Rue H(A), 使 
a(u,v)=(f,v) Vv € H4(2). 
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+ 
图 9-3 P O 及 交界 面 
其 中 ， 
a(u,v) = | pVu: » Vvdr,  (f,v) = J fvdz. 
R R 


由 于 p 是 Q 上 的 一 个 正 函 数 , 双 线性 型 a(u,v) 有 界 且 在 H (2) x 三 (2) 上 是 
强制 的 , 即 存在 常数 a > 0 使 得 


a(v,v) > aliul o vveHi(n) 


因此 , 由 Lax-Milgram 定理 (Ciarlet, 1977) 即 得 : 
定理 9.2.1 “对 于 给 定 的 Je H-1(Q) 和 9 e H1/2(T), 变 分 问题 (9.1.5) 存 
在 唯一 解 we H1(0). . 
由 于 系数 p 在 Q 上 是 间断 的 , 方程 的 解 不 属于 H2(0) ， 交 界面 的 交点 是 一 
个 奇 点 。 在 这 一 节 中 我 们 用 人 工 边界 方法 数值 求解 这 一 问题 。 


9.2.1 ”人 工 边 界 Pa 上 的 离散 边界 条 件 


我 们 首先 引进 入 工 边界 TR = (m | |z| = R) ( 见 图 9-4), 其 中 R < Ro 并 且 
Io = (z | |x| = Ro} c Q. Ta HER Q 分 为 两 部 分 , Q, = (e | lz| < R) 和 
Qe = nA G. 


图 9-4 ATUR Ir 
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假设 在 区 域 Qi 内 有 f = 0, 则 问题 (9.2.1)~(9.2.4) 的 解 在 Q, ERRE u H 


R. 
—V(pVu)=0 in Q, (9.2.6) 
u=u(R,0) on Tn. (9.2.7) 
u(r, pk — 0) =u(r,ók+0), 1<k<M, (9.2.8) 
Ou Ou 
Pk-1 gp bk — 0) = Pr gp (r: Oe + 0), 1<k<M. (9.2.9) 


对 于 给 定 的 u(R.0) € H'/?(Pp), 问题 (9.2.6)~(9.2.9) 存在 唯一 的 弱 解 u, 且 有 
Ou) eH /2(Pp), 因此 我 们 得 到 一 个 有 界 算 子 E: 


On| pp 


E: H 2(Pa) + H-2(Ta), 
Ou 


= E(ulrp)- (9.2.10) 


(9.2.10) 式 就 是 问题 (9.2.1)~(9.2.4) 的 解 在 Pa 上 所 满足 的 准确 边界 条 件 。 然 
而 , E 通常 不 易 求 得 。 以 下 我 们 考虑 如 何 近似 求 得 算 子 E. HA (9.2.6)~(9.2.9) 
在 极 坐标 下 的 形式 为 : 


ð ðu 10 Ou 
AGER Go (9.2.11) 
Ulr=R 二 u(R,0)， uh, "4 r — 0, (9.2.12) 
ulo=d,—0 = ujə=e+o 1<k< M, (9.2.13) 
Ou Ou 
= =p S| ， 1<k<M. 9.2.14 
a 90 0=pk—0 00 0=@pk+0 ( ) 
a: 
V = {v(0) : v(0) € H'((0, 2x), v(0) = v(2x)}, 
j2. 
U = {u(r,0) : for fixed r,0 < r < R, u, = 人 e v). 
则 边 值 问题 (9.2.11) ~(9.2.14) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


HR u(r, 0) € U 使 


d a r= 23 p Au(r, 0) Ov 
kA = PON)“ 49 =0, WE, 
ae (=f pur, 0)o(0)d0) J A] 300? 0 vE 


ulr=R =u(R,0) r — 0 BF, u 有 界 . 
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= 27 Dudv 
Aj(u,v) = puvd@, A2(u,v) = J —dé. 
0 0 


Paa dg 
则 边 值 问题 (9.2.11)~(9.2.14) 的 等 价 变 分 问题 为 : 
P u(r,0) € U 使 
ro (ato) —Ao(u.v)=0, WeEV, (9.2.15) 
up-r=uU(R,0), 当 7 一 0 时 , u AR. 
我 们 考虑 问题 (9.2.15) 的 一 个 半 离 散 近似 。 首先 将 (0. 271] 分 为 
0=0 < 02 <- <On41 = 27 
使 得 对 于 任意 pk =1,2,---,M, 有 一 个 bi, = bee Ẹ: 
h= mas, |6j+1 — 0;|. 
V, = {vn(0) : ux (0) € V,3Ë B. where 是 0 的 线性 函数 }. 
V, 的 维 数 是 N. H p (0)i= 1,2,… N, 表示 Vi 的 基 函 数 : 


L, j=1,j= N+1, 
uo)={ 


0， 其 他 ， 
1, j=i, 
wo 人 se i=2,3,-.: , N. 


对 于 vn(9) e Vn 我 们 有 : 
uh (0) = ôk (0) 
其 中 ， 


= [wa(b),ya(g),… ,ww(O)] ， 
Dn = [vn(1), uh (02). - ` ,on(gN)] - 


令 : 
Un 


位 (0,0): 对 国定 的 .0 < r < R, un, 区 人 e evs}. 
则 我 们 得 到 问题 (9.2.15) 的 一 个 半 离 散 近似 : 
找 eg 0) er 使 
rh (rg Auton wn) = Anansi) =, YEV (9210) 
pn Utne 
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IEH up = (ah)! 0(0) 以 及 

2 = [un(R, 01), un(R, 02), ++ un (R.0s)]" - 
对 于 任意 un(7,9) € Uns 令 : 

fan (r) = [un(r, 01), un (r, 02), un(rgvw) 5 


则 有 : 
un(r,0) = G(r) 0(0). 
问题 (9.2.16) 等 价 于 下 面 的 常 微 分 方程 的 边 值 问题 : 


dr 
tn(r)|por=ty. 当 7 一 0 时, (7) 有 界 ， 


nas (£ (ms(r)) — Byti,(r) = 0, (9.2.17) 


其 中 B, 和 Bo 两 个 N x N HE, 


a= Í * wb (0)v(0)" do = ( J oo) — 


2r 2r 
By = J p (0)0'(0)T 40 = (/ OAR 
0 0 N 


x 


下 面 我 们 求解 问题 (9.2.17)。 令 tay (r) = rE, 其 中 常数 A 以 及 N 维 向 量 & 是 待 
定 的 。 代 入 (9.2.17) 式 我 们 得 到 : 


BE — BoE = 0. (9.2.18) 
令 /= 入 , 我们 得 到 一 个 标准 的 特征 值 问题 
HBIE = Bo€. 


由 于 By 是 对 称 正定 的 , 存在 一 个 对 称 正定 矩阵 T 使 得 : 


B, = T2. 
因此 ， 
MTE =T BT Tig, 
或 


T, | BoT, 'n = un, (9.2.19) 
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IF n= T€, 由 于 T BT 1 是 对 称 非 负 定 矩阵 ,特征 值 问题 (9.2.19) 有 N 
个 非 负 特征 值 : 


和 个 单位 正 交 特征 向 量 : i= 1,2,…: Ne $# N= yii i=1,2,... ,N, 
TW A; 是 (9.2.18) 的 一 个 特征 值 ，é&; = T, m 是 对 应 的 特征 向 量 。 令 : 


N 
tin(r) = So bir™ gi, 
i=1 
其 中 bi,i =1,2,---,N, 是 常数 , G(r) WA (9.2.17) 且 当 了 一 0 时 有 界 。 令 : 


E=[é,é2,.…. En], 
D(r) = diag {r**,r*2,--+ ròn} 
b= [bi,b2,.. bw], 
W: 
t,(r) = ED(r)b. 
系数 bi, i= 1,2,… N 可 由 下 面 的 边界 条 件 决 定 : 


tty (r)|r=r = ED(R)b. 


由 此 我 们 得 到 : 
b=D"(R)E a}. 
因此 ， 
ti, (r) = ED(r)D (R)E ~ ù}, 
和 


un(r.0) = pT ()tan(r). 
它们 分 别 是 问题 (9.2.17) 和 问题 (9.2.16) 的 解 。 在 边界 ra 上 我 们 得 到 : 


Dun) RAPTO > Ab RE 

Or |.-R = 

=R 4%" (0)ED(R)Ab 

=R 4" (0)ED(R)AD' (R)E ùh, 


=R 4T (0)EAE a, 
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其 中 ， 
A = diag {A1, \2,--- ,AN}, 
或 
Bun) RiyT(0)T HAH T ût, 
Or | =r 
其 中 ， 
H = [m,m I TIN]. 
由 
Ouh dun 
on Ər 
我 们 得 到 : 
Oun = -1T 一 1 -1m 20 
=-R 4T (0T HAH Ty åg, 
On |,-R 


=-R 14T (0)T7 |HAH™T, ai. 


(9.2.20) 


等 式 (9.2.20) EMF E 的 一 个 离散 形式 ， 即 问题 (9.2.1)~(9.2.4) HR u 在 Tn 


上 所 满足 的 一 个 近似 边界 条 件 。 
9.2.2 有限 元 近似 
限制 在 区 域 O. 上, 问题 (9.2.1)~(9.2.4) 的 解 u WE: 


—V(pVu) = f in, 


u=g onl, 
u(r, de —0)=ur B+0), 1<k<M, 
ð ð 
pri (rdk — 0) = pry ("Oe +0), 1<k<M, 
ð 
z = Elu) on Pr. 


H}(Q) = {v : v € HI (Re) vlr = g), g #0, 
H} (Re) = {v : v € H! (Re), vlr = 0). 


则 边 值 问题 (9.2.21) ~(9.2.25) 等 价 于 下 面 的 变 分 问题 : 


R u € HIO.) 使 
ae(u,u) +b(u,v) = (fv) Yv € H1(0,), 


(9.2.21) 
(9.2.22) 
(9.2.23) 
(9.2.24) 


(9.2.25) 


(9.2.26) 
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其 中 ， 
ae(u,v) = I pVu » Vudz, (f,v)= f fvdz, 


b(u,v) = -人 pE(u)uds = -人 pods. 
'R 'R 


为 简单 起 见 ,我 们 假设 是 一 个 多 边 形 , J 是 Q. 的 一 个 剖 分 ， 即 将 OQ. WDA 
三 角形 和 曲 边 三 角形 。J 在 Tr 上 的 结 点 为 (R,01),(R,02),…. ,(R,9m), Tn 在 
荆 上 的 结 点 为 (Ri, $1), (Re, 82),… , (Ra,9L)。 令 : 


Wh = {vn : valk € Pi(K), VK € Jn}, 
其 中 P\(K) 是 单元 K € Tn 上 的 线性 函数 空间 。 进 一 步 ， 令 : 


Wh,g = {un : tn € Wa, bh (Ri, Vi) = g(Ri, Vi), i = 1,2, , L), 
Whe = {tn : tn € War, valr = 0). 


Wn 是 H! (Qe) 的 子 空间 , Wh, 是 HL (Qe) 的 子 空间 。 我 们 考虑 下 面 的 离散 问题 : 


atakanta 


(9.2.27) 
ae(uh, uh) + (un, vn) = (fn), Vun € 全 hv 


利用 离散 边界 条 件 (9.2.20)， 我 们 可 以 用 下 面 给 出 的 双 线 性 形式 bh (un, un) 来 近 
似 双 线 性 形式 blun, va): 


Oun 
blun, Vn) =— f 一 一 Vhds 
(un, va) Jira? on™ 


2x 
Oun 
一 一 f pan "Rd 


= (apy? ( fi j PHONO") THAR T ap 
= (69) Bı T 'HAHTT ù, 
= (ô?) T, HAHTT a), = bn (un, Va). 

因此 我 们 得 到 下 面 的 近似 问题 


Run € Why 使 
@e(Un, Un) + ba(Uns Un) = (f; Vh), Von € Wh 


(9.2.28) 
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由 于 双 线 性 形式 balun, vn) WE: 
baluh vn) 20, Von € Wh,.. 


则 有 
定理 9.2.2 ”近似 问题 (9.2.28) 存在 唯一 有 限 元 解 uh。 m 


93 ” 带 有 奇 性 的 线性 弹性 问题 


线性 弹性 方程 组 是 工程 上 常用 的 一 个 描述 弹性 材料 的 数学 模型 。 与 前 两 节 类 
似 , 方程 组 的 解 在 某 些 情况 下 会 出 现 奇 性 , 例如 复合 材料 问题 , 或 材料 本 身 带 有 
角 点 、 裂纹 。 在 这 一 节 中 ,我们 将 应 用 人 工 边界 方法 来 求解 带 有 奇 性 的 线性 弹性 
方程 组 , 以 提高 数值 解 的 精度 。 假 设 区 域 Q 是 一 个 多 角 型 区 域 (如 图 9-5(a) 所 
示 ), 在 原点 的 内 角 为 9, (x < O <27). 2 的 边界 由 三 部 分 组 成 : To (9 = 0), Te 
(9 = 6), 以 及 To 我 们 考虑 下 面 的 线性 弹性 问题 : 


ð (Ou, uz ð (ðu eu _ 
asd (2 +92) - ug (8 - BB) =m (9.3.1) 
ð (du, uz ð (ðu Ou\ _ 
A+ Wa, (z ty ) +455 (Z -本 ) = fe Pa 
uilr = uzlr = 0, (9.3.3) 
ulro = u2lro =0, tlre =Ualre = O, (9.3.4) 
当 |z| 一 0 时 , u ER, (9.3.5) 


其 中 uu: 是 位 移 的 两 个 分 量 , 和 ,1 是 Lamé 常数 。 在 边界 To 和 Te 上 , 也 可 
以 给 定 应 力 。 众 所 周知 ,此 问题 的 解 在 原点 具有 奇 性 ,而 奇 性 的 强度 依赖 于 内 角 
的 大 小 (Karp and Karal, 1962). 特别 地 当 O = 2r， 在 边界 Do 和 Fe 上 给 定 应 
力 为 零 , 我 们 就 得 到 二 维 线性 弹性 断裂 力学 中 的 基本 问题 一 一 应 力 强度 因子 的 
计算 (Anderson, 1995). 

应 用 人 工 边 界 方法 , 我 们 可 以 将 奇 点 从 Q 中 分 割 出 去 。 假设 Pa 是 半径 为 R 
HAM. Ce 将 区 域 Q 分 为 两 部 分 : 带 有 奇 点 的 部 分 Q, 和 不 带 奇 点 的 区 域 O, 
(如 图 9-5(b) 所 示 )。 如 果 可 以 给 出 在 Ta 上 的 边界 条 件 ， 则 我 们 可 以 在 不 带 奇 点 
的 部 分 Q. 中 求解 此 问题 。 下 面 我 们 首先 找 出 位 移 u(z) = (ur, u2) 在 TR 上 所 满 
足 的 边界 条 件 ， 以 便 讨 论 其 数值 解法 。 
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(a) Q (b) A Tit Ty 
图 9-5 


9.3.1 ATAR Tr 上 的 离散 边界 条 件 
假设 在 Q, P, fi = fs = 0。 则 在 极 坐 标 下 , 问题 (9.3.1)~(9.3.5) 的 解 在 Ri 


上 的 限制 满足 : 
ð (18 6 
armia (art) +35 (F981) f 


= 

r200 {aew 30 } Su (9:8:0) 
O42 9 [0 (0) p au 

2 86 ar") + 29 
aia Ə (lu. _ 

+ 人 你 (5:10) E 人 FT] )) =0, (9.3.7) 
Urle-o = u+|ə=e = 0, (9.3.8) 
uslo- = uo|ə=e = 0, (9.3.9) 
当 |z| 一 0 时 , u AF, (9.3.10) 


其 中 u, 和 up 是 位 移 u 在 极 坐标 下 的 分 量 。 令 : 
Vi = {v = (vy, va) : v € H ((0, @))2, vleo = zle=e=0}， 
ðu ə 
U = [u= (ur) Wry, Se, oe en}. 


则 问题 (9.3.5) ~(9.3.9) 等 价 于 下 面 的 微分 变 分 问题 : 
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$È (u,(r, 0), uo(r,0)) € U) 使 


10 ð Buo 
orma a (s ga wnat) ) a or (: I K >) 


jə g Duo 9 Ou, 3v, 
slal o 00 vas) + o 00 00° 


4 Qt 2H) 全 (: Buio) - Í wa} 
0 


00 00 


ð 110 0 9 Ou, 
onl (i gi uwao) ) - ( h d inao) b= 


Yv, (0), vo(0)) € Vi, 


ulr, 给 定 ， 当 r 一 OW, u AF, 


e 
Ai(u, v) =| ((A + 2p)urvr 十 Jaleve) dé, 
0 
Bi(u v= É Buty Di (RF pt OW ag 
ume) = J VE ee G0 Pag 80 ) 


2 dug 
C ,=/ (a+2 w) a, 
1(u, v) b ( Dap” -pw d 


a Our 
Co(u,v = (a+20 =u- n to) a. 
2(u, v) 有 (十 24) 29 t pau 


则 问题 (9.3.11) 可 写 为 : 


找 we 使 
2 (F(A) -2 += (Ae?) 


+£ (rC2(u,v))=0, Yu €V, 
ulr, 给 定 ， 当 r 一 OW, u AFR, 
我 们 考虑 问题 (9.3.12) 的 一 个 半 离 散 近 似 。 首 先 将 区 间 [0,0] 分 为 


0=0 <0. <---<On=9. 


(9.3.11) 


(9.3.12) 
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h= max ló — il, 


Vin = {on = (v (0), va (9)) : vn € Vi, Palio, oya) 是 9 的 线性 函数 }. 
用 (0(0),0), (0,%;(0)), j= 1,2,-.-. , N 表示 Vin 的 基 函 数 , 其 中 


1， j=i 
woi; J i=1,2,.-. N. 


对 于 vn € Vin, 我 们 有 : 


vn = (4 (8)? Oh, (9) " 85), 


其 中 ， 
(0) = (w1(0), ¥2(8), +++ ,Ww(0))™, 
ó = (wvh(01), vt (02), + uh)", 
d} = (vf Or), vf (02), 08 Ow)” - 
a: 


j2. 
Un = {un = = (u? (r, 0), uh (r, 0)) : Yr up eh S Ph € Wa). 
则 我 们 得 到 问题 (9.3.12) 的 一 个 半 离 散 近似 : 
HK un € Urn 使 
£ Ga Eramo) aB (pa) ag 
+52 (rC2(un,vn)) =0, Von E Vin, 


unre RE, “r> 0 时 , un AF, 


对 于 un EUn >: 
ût (r) = (u(r, 01), uh(r,O2),-++ u(r, Ox)" ， 
ah(r) = (u(r. 81), u(r, 02), u(r, Ax)” 5 
则 : 


uh(r,0) = (o)Tak(r), ud(r,0) = (8) a5 (r). 
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因此 问题 (9.3.13) 等 价 于 下 面 的 常 微分 方程 组 的 边 值 问 题 : 


avon {ag (Bea) 08 (2) 


(A+2u) [e (ra) — Bat} (9.3.14) 


a _ a (at 
+f Ange (Fa a) -O (5) =0, 
trp thir, BE, Hr OM, ahah 有 界 ， 
其 中 As, Be, Cs Æ N x N BEBE: 
A, = i (0)p(0)'dd, Bs - wp’ (0) (0) a0, 
GQ, = 0)T p (0)d0. 
Ñ OM AO} 
假设 问题 (9.3.14) 的 解 具 有 下 面 形式 : 


将 其 代入 到 (9.3.14), 我 们 得 到 : 
(1 — o?)(A + 2u) As + nuBs)é + ((A + 34) —o(A+H))Csn = 0, 
—((A+ 3p) + ao(à + n))C,€ + ((1— 07 )WAs + (A + 2n)Bs)n = 0, 
BD: 
(a -I+ i .) fees m ——((A +34) -o(à + u))Ĝsn=0, (9.3.15) 
入 十 -Mp 


-ZA +34) + 010+ WCE + (a-o) M+ B := (9.3.16) 


其 中 ， 


Ê, = 471B。。 @C = 471C。， 
(9.3.15) ~(9.3.16) 等 价 于 下 面 的 特征 值 问题 : 


PE=0¢ 
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其 中 
Bos Atm, At3pu, 
0 I Bz = A 3 
TR haan? AFRA 
I 0 0 0 
| A+3, +2, 
anlo DEE 0 r >t 2Ep, 
m m m 
0 0 I 0 
é 
£ 
¿ç=| ` 
ù 
n 


UR £ = c€, ñ = cm。 为 讨论 矩阵 P 的 性 质 , 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 : 
引 理 9.3.1 ”假设 Hiji j = 1,2, 是 任意 N x N MM, A Hi = Ha, 8 
和 上 + 是 任意 复数 。 若 矩阵 


ae eee (9.3.17) 
tHa, Ho 
是 奇异 矩阵 , 则 矩阵 
Hu —tHy2 
9.3.18 
| —sHx Hn | ( ) 
也 是 奇异 矩阵 。 


证 明 车 s = 0 或 者 t+ = 0, 则 引 理 显然 成 立 ,因为 矩阵 (9.3.17) 和 矩阵 
(9.3.18) 有 相同 的 行列 式 det(Hi1)det(H22)。 车 s Z 0, t Z 0, B EBE (9.3.17) 是 
奇异 矩阵 , 则 方程 组 


Hng + sHi2n = 0, 
tH € + Hzn = 0 


有 非 零 解 《 和 n HERNA: 


Hué — tHi2 (-7)7= 0, 


t 
—sH21 (-9 € + Hzn = 0, 
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或 
=e (ma (-#) 一 than) =0, 
t ri 
一 5 五 21 (-£) € + Hzn = 0, 
即 方程 组 
Hng’ — tHi27 = 0, 
—sH€' + Hzn = 0, 
AAR 


/ 


E=- =n, 
则 和 矩阵 (9.3.18) 是 奇异 矩阵 。 
对 于 矩阵 P 的 特征 值 , 我们 有 ， 


引 理 9.3.2 若是 尸 的 一 个 特征 值 , 则 -o 也 是 P 的 一 个 特征 值 。 


EM &: 
Hu =(1—07)(A+2n)As+uBs, Hi2 = Cs, 
Ha =Cs, Hn = (1-—0°)pAs + (A+ 2n)B,, 


s=(A+34) —o(A+H), t=-(à +34) -ao(à + n). 


由 于 o 是 P RAE, 由 (9.3.15), (9.3.16) 可 知 矩 阵 
Hi sH 
tHa Hz 


是 奇异 矩阵 。 因 此 由 引 理 9.3.1 即 得 矩阵 


Hu -tHi2 
—sHa H> 
也 是 奇异 矩阵 。 方程 组 
An —tHi2 € | -0 
一 sH21 H> m š; 
或 


((1 —0?)(A + 2u)As + UBs)’ + ((À +34) + o (À + n))C,m' = 0, 
(o(A + u) — (À + 34))CsẸ' + ((1 — o2)#A, + (À + 2) Bs)n! = 0, 


(9.3.19) 
(9.3.20) 
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存在 非 零 解 & 和 7。 另 一 方面 , 在 (9.3.15) 和 (9.3.16) 中 以 —o RE c, &' 代替 
€, n! 代替 n, 即 得 (9.3.19) 和 (9.3.20)。 因 此 有 : 


PẸ = -oC’ 
其 中 ， 
ë 
ë=] |. 
n 
i! 
UR £ = —o€', 7 = 一 on'。 即 —o 也 是 书 的 一 个 特征 值 。 . 


引 理 9.3.3 ”矩阵 P 没有 零 特征 值 。 
证 明 ”车 零 是 P 的 一 个 特征 值 , 其 对 应 的 特征 向 量 为 : (&, €, ñ, n). MH: 


(7) =&， “%0(r)= "n. 
代入 到 (9.3.13) 中 ,我们 得 到 : 


((À + 2u)A, + uBs)E + (À + 34)Csn = 0, 
(À + 3u)C,£ + (uA, + (À + 24) Bs)n = 0. 


不 难看 出 矩阵 
((A+2u)As+HBs) (À + 3u)C, 
(A+ 3)C, (pAs + (A+ 2n)B,.) | 
是 非 奇 异 和 矩阵 。 因此 € = m = 0, 即 零 不 是 P 的 一 个 特征 值 。 " 
由 引 理 9.3.2 和 引 理 9.3.3 即 得 : 
定理 9.3.1 EBE 已 只 有 2N 个 具有 正 实 部 的 特征 值 。 . 


以 oj, j = 1,2,… ,2N 表示 已 的 有 正 实 部 的 特征 值 。 若 已 有 2N 个 线性 
独立 的 特征 向 量 , 且 oj,j = 1,2,… ,2N 为 实数 , 则 问题 (9.3.14) 的 解 可 以 表示 


为 : 
ar) | S| & 
| h(n) | 一 > cy r, | i N (9.3.21) 


j=1 
其 中 cj, j = 1,2,… ,2N, 是 常数 。 若 oj = at ib EI AREN, 其 对 应 的 特 
征 向 量 为 &; = o + iB, 则 其 对 应 的 实 解 为 : 

r*(acos(blnr) — Bsin(bln7)), 

r*(asin(bInr) + 8 cos(blnr))- 
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我 们 可 以 类 似 地 表示 问题 (9.3.14) 的 解 。 令 : 


z-[$ Ga) es ael, 
m Tp … Mn 
Cl 
D(r) = diag {rr «2+, 772%}, c= a 
Can 


MJ (9.3.21) 可 以 写 为 : 
ah 
| 如 人 | = ED(r)c. 


让 (站 


限制 在 边界 TR 上 我 们 有 : 
则 : 


因此 , 问题 (9.3.14) 的 解 是 : 
&h(r) 
a4} (r) 


由 此 得 到 问题 (9.3.13) 的 解 : 


= ED(r)D-1(R)E-1 | a(R) | I 
u, 


un(r, 0) = (WOT a" (r), p (0) ùh (r)) = I.(r.0, R, un (R, 0)). 
由 (9.3.21) 我 们 有 : 


2N 2N 
ub(r,8) =J cjr)" E, ub(r.8) = X cjr” HO)"; 
1 


j=1 j= 
对 7 求 导 我 们 得 到 : 


h 
Our 


2N aur 2N 
= Y cyr (6),, 党 = Y cjr" (0) Tny. 
j=l 


j=l 


2N ar 2 
aT Dor pO)" E, ae = X> cjoirm 1b(0)7n;, 
j=1 j=1 


(9.3.22) 


(9.3.23) 


(9.3.24) 


BOR ”对 带 奇 性 问题 的 应 用 349 . 


由 此 我 们 得 到 下 面 的 应 力 边界 条 件 : 
A A ‘| 


eh (R, o=] 7 00 + ru 


= i > R [(Aoj +20) + A BO TE HA (0 Tn), (9.3.25) 


h Oug H 
oro(R, 8) = h: or + roo r” = 


= E D R” | (0)T&; + (o; — 1)0(0)7n;], (9.3.26) 


ut Hut Hus] 
r=R 


其 中 oh. 和 ob, 是 应 力 在 极 坐 标 下 的 分 量 , cj,j = 1,2,… ,2N， 由 (9.3.22) 给 
出 。 要 得 到 这 些 边 界 条 件 ， 我 们 需要 解 一 个 特征 值 问题 。 不 过 ,这 个 特征 值 问题 
是 比 原 问 题 低 一 维 的 问题 。 因 此 , 与 原 问题 相 比 , 其 计算 量 可 以 忽略 。 
9.3.2 ”基于 人 工 边 界 条 件 的 迭代 法 

应 用 近似 人 工 边界 条 件 (9.3.24)， 我 们 可 以 构造 一 个 迭代 法 在 不 带 奇 点 的 
域 上 求解 问题 (9.3.1)~(9.1.5)。 假设 Ro > Ri, +: 


x 


Nea = (G, ",0) € N and r > Ry}, 
No = ((r,0 ne and r < R2}, 


H D Al r, 表示 对 应 于 = Ri Ñ r= R> 的 圆 弧 。 在 Rea 上 我 们 考虑 下 面 的 问 
题 : 


ð (Ou, uz ð (ðuz eu _ n 
A+) e ua). uy (Ge- — fa in Rei, (9.3.27) 
Ou, Ou2 ð (ðuz Ow) _ š 
arene Ge + y Jug (Fe 一 an ha, in Qe, (9.3.28) 
ulro=Ulre =0, wlr=0, (9.3.29) 
ulr, = ü, (9.3.30) 


其 中 五 由 离散 边界 条 件 (9.3.24) 给 出 : 


ü ~ I (Ri,0, Ro. un(Re,)). (9.3.31) 


由 于 up, (Ro, 0) 也 是 未 知 的 , 我 们 用 下 面 的 迭代 法 来 求解 问题 (9.3.27)~(9.3.31): 
对 于 任 给 的 初 值 a = oO, 我 们 解 边 值 问题 (9.3.27)~(9.3.30) 而 得 到 Re 中 的 
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f u= u. H uD E r, EAE. h (9.3.31) B&E u E P, 上 的 新 的 值 。 由 此 
新 的 P, 上 的 边界 条 件 , 我 们 再 解 边 值 问题 (9.3.27)~(9.3.30)。 如 此 重复 , 即 得 到 
一 个 迭代 过 程 。 令 : 
Va={vn: vn € Hg(e1)*}, 
VL = fv : vo e (Mea)? of lr = OF" Ire = 0, 
vf” |p =0, of” |p, = In (Ri, 9, Ro, v\"— (Ro, 0))}, 


则 我 们 有 下 面 的 迭代 法 : 


给 定 ul (Re, 0), €, 
对 于 uM- yin) >e, n=1,2,... , 解 下 面 的 问题 : 
(9.3.32) 


00,2e,1 
找 w e VL” 使 
ae(up ty u) =(f,Un) Von EVh. 


其 中 ， 
aane f D (22 + 22) (Ge + 3) 
Our Our Ouz Ove 
+a 2222 * 9 oe) 
ðuz ðu ðv Ən 
+4 (2-3 + 2a) (2 + 2) )asay, 
(a= Í (no ov)aray. 
fa 
不 难 验证 上 述 的 迭代 法 等 价 于 下 面 的 Schwarz 交替 迭代 法 : 


(n) (n) (n) (n) 
a (= Ou ) a (2 _ ut E setia 


Ot) Ox dy | "Əy \ dx Oy 
(9.3.33) 
arzni (a2 £ (22-2) = f2, TEN, 
(9.3.34) 
amlm=alre=0 u™|r=0, (9.3.35) 
(9.3.36) 


un = 可 mm 
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及 
a (aw auf? a (aus? aul” 
asad ( rt Oy “Hoy \ Or Oy =0, EM, 
(9.3.37) 
9 (au ouh a (aus) auf” 
aang ( Ox a Oy thes ar (Oy =0, e€ a, 
(9.3.38) 
a |p, =a |r, = 0, (9.3.39) 
a” |p, =u |n,. (9.3.40) 
£: 


= (H4(2))?, Ve = (Hò(Re1))?, Vi = (Ho (%2). 
则 对 应 于 (9.3.33)~(9.3.36) 和 (9.3.37)~(9.3.40) 的 变 分 形式 为 : 


(n) _ a(n-1) e V, 
sole “ wie (9.3.41) 
a,.(u™ —u,ve)=0, Wve E Ve, 


a”) —u™ e V; 
Ra a eee (9.3.42) 
a;(a™) — u,v;)=0, Wu; € Vi, 


其 中 u 是 准确 解 ， 


= Ou, Ou) (Au | Ave 
aa p (e 让 D (% i a) 


Ou; Ov; _ Juz Ave 
ia (22 Ox + oy Oy 2) 


dug, Our) (Ov , dv 
+ (GE + Fp) (Get ay) Jasa. 
显然 ， 我 们 可 以 将 V. 和 V, 中 的 函数 作 零 延 拓 而 得 到 定义 在 Q 上 的 函数 。 则 
(9.3.41) 和 (9.3.42) 可 以 写 为 : 
人 eee (9.3.43) 


a(u™ -a-d v.)=a(u—a"), ve), Vo, € Ve, 


Ram —uM e V, 48 
a(u() —a), »,) =a(a™ -u v;)=a(u—u™, vj) =0, (9.3.44) 
Vu € Vi, 
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其 中 ， 


= Buy Oita (Ovr , 2a 
a= f (2: +%) 他 Ë ay 
Ou, Ov, Jug Ove 
TZN (Z De Za e) 


ðuz ðw ðv ðv 
(ata) (32 + 5p) Jame 
用 Pv. : V — V, 和 Pv, : V 一 Vi 表示 内 积 空 间 V 中 的 投影 算 子 , 则 有 : 


ul) — a") = Py (u — al") 


a” —u™ = Py (u-u™), n=1,2,.. 


HF u- ae) = u- u™ + uM — ad 及 um -ad e Wi, 我 人 有 
u— u”) € VA, Xit, u — aM evi, HVA AVA BV #l V, EV 中 的 
直 交 补 。 因 此 


uu = Pyi(u—ar-)) (9.3.45) 
wu- = Pyi(u-u™), n=1,2,.…. (9.3.46) 


$: 


m =u-u™, =u n=1,2, 
则 (9.3.41) 和 (9.3.42) 可 以 写 为 : 
6) = Py dO), EM = Py, n=1,2,.. 
因此 我 们 有 : 
SHD = Py Py d™, FY = Pya Py. d™, n=1,2,.…. 


类 似 于 Lions (1988) 和 Yu (1994-A) 中 的 证 明 , 我 们 有 下 面 的 结果 : 
定理 9.3.2 


ie ake al a i 
定理 9.3.3 ”存在 常数 C, 0 < C <1, 使 得 
jel, sor Bel <lo, i 
1 1 1 $ 


附注 9.3.1 ”也 可 直接 应 用 近似 应 力 边界 条 件 (9.3.25) 和 (9.3.26) 将 问题 简 
化 为 不 带 奇 点 的 区 域 8。 上 ,从 而 可 得 问题 的 数值 解 。 
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附注 9.3.2 “人 工 边 界 方法 已 成 功 地 应 用 于 线性 弹性 断裂 力学 中 各 种 问题 
应 力 强度 因子 的 计算 。 有 兴趣 的 读者 可 进一步 参阅 论文 Han 和 Huang (1999-B); 
Han, Huang 和 Bao (2000); Bao, Han 和 Huang (2001); Han 和 Huang (2001-A). 


9.4 #AATER Stokes 问题 


众所周知 , 奇异 有 限 元 方法 是 求解 带 有 奇 性 的 偏 微分 方程 的 一 个 很 有 效 的 方 
法 。 然而, 在 应 用 奇异 有 限 元 之 前 , 我 们 必须 知道 解 在 奇 点 的 解析 展开 式 , 再 将 
主要 的 奇 性 项 加 到 有 限 元 基 函 数 中 。 对 于 很 多 复杂 的 偏 微分 方程 , 我 们 很 难得 到 
这 样 的 解析 展开 式 。 在 这 一 节 中 , 我 们 讨论 如 何 应 用 人 工 边界 方法 来 找 出 解 在 奇 
点 的 近似 展开 式 , 再 用 奇异 有 限 元 方法 来 求解 带 有 奇 性 的 Stokes 问题 。 

假设 区 域 Q 是 一 个 多 角 型 区 域 (如 图 9-6(a) 所 示 ), 在 原点 的 内 角 为 9, (x < 
O <2x). Q 的 边界 由 三 部 分 组 成 :To (9 = 0), Te (9 = 0) 以 及 卫 。 我 们 考虑 
下 面 的 Stokes 问题 : 


—vAu+Vp=f, ren, (9.4.1) 
divu =0, TERN, (9.4.2) 
ulan =g, TEON=IoUTeuT, (9.4.3) 


其 中 是 流体 的 粘性 系数 , u(z) Al p(w) 分 别 是 流体 的 速度 和 压力 , f(z) 和 g(a) 
是 给 定 函 数 。 类 似 于 线性 弹性 方程 组 , 此 问题 的 解 在 角 点 带 有 奇 性 。 


(a) 区 域 Q (b) 人 工 边界 Ty 


9.4.1 ”人 工 边界 Pa 上 的 离散 边界 条 件 

假设 尺 > 0 使 得 Qn = ((r.0): 0<r < R,0<0< 6) CL (如 图 9-4(b) 
FR). Ar 的 边界 由 三 部 分 组 成 :，T8 (9 = 0), T (9 = 0) 以 及 Tre 假设 在 T; 
和 17 上 9g=0, 在 Ca 中 了 =0。 则 问题 (9.4.1)~(9.4.3) 的 解 在 Oa 上 的 限制 
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满足 : 
1 1 1 1 
一 V (ža. (rður) + ahr 一 27200uo - Ze) +0,p = 0, 
(r,0) € Qn, (9.4.4) 


1 Lies 1 1 1 
—v (Ze. (rƏ,ue) + =u + 2 00Ur _ žu) + yp = 0, 


(7,8) € Qr, (9.4.5) 
Artie + toug + ur =0, (m0) € Oa, (9.4.6) 
urlrg =urlrs =0, velrs = uolra = 0, (9.4.7) 


SEH up Al uy Ë u f r f O 3 300248, O, 和 à 表示 偏 导数 Č 和 高 + 
V = {v : v € H1((0, @)), geo = vle-e = 0), 
M = {p(r,0): Vr, p € L*((0, 8))}, 
U = {u(r,0): Vr,u,d-u, Bu E V}, 
则 问题 (9.4.4)~(9.4.7) 等 价 于 下 面 的 微分 变 分 问题 : 
Ru, € U, uo EU,pEM 使 


1 ° Lf g f? 
—v | -0 ra, | uru-d0 | 一 s f Bourasurdb 一 šf gugur d 
r 0 r Jo r Jo 


1 e e 
= 去 / usus dd +a, f purd =0, Yv, V, 
0 0 


1 e 1 /9 2 /9 
—v | -0, ra, f ugvedé | 一 去 / OpugOgvedd 十 šf Opuyvedd 
T 0 r2 Jo r2 Jo 


1 /9 1 /9 
一 s f vow) 一 Si põəvodð =0, Vu E V, 
r Jo T Jo 
e 1 /9 1 /9 
a, f urgdd + f Ogueqdé + f urddg =0, Yq € L2((0, @)). 
(9.4.8) 


下 面 我 们 考虑 问题 (9.4.8) 的 半 离 散 近 似 。 将 区 间 [0, 0] 等 分 为 m 一 1 = (n+1)/2 
(n 为 奇数 ) 个 长 度 为 h 的 子 区 间 : 


0 = bo < b2 < 94 < ++- < Onyi = O, 
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假设 Vn CV AL, c L? ((0, 0)) 是 有 限 元 子 空间 : 


Vh = (ux : un € V, Un foa¢5-1):8251 

是 变量 9 的 二 次 函数 ,j = 1,2,---,m—1}, 
Ln = {gn: qn € C((0,@)), gnlles; el 

是 变量 9 的 线性 函数 ,j = 1,2,… ,m — 1), 


Vn 的 基 函 数 为 (9),i = 1,2,… n, 满足 : 


1, j=i, M N 
0;) = i=1,2,---,n, =0,1,.… ,n++1. 
i 其 他 ， 


MF ot € V, Al uh E Vn 我 们 有 : 
uh = Y(O)T Or, vg = YO)", 
其 中 ， 
(0) = (W1 (0); 2(0), + -Yn(9))” , 
óh = (sb vha ww)”, of = (howa whys 


用 9i(9),i = 1,2,… ,m 表示 Lh (HAE BM. ó, (0) 满足 : 


1, i=j, 5 ; 
ou- 人 hi i=1,2,--.,m, j=1,2,::. ,m. 
则 对 于 qa € Ln 我 们 有 : 
an = 08)" Gn 


其 中 ， 


(8) = (H1 (0), $2(0),: 7 ,bm(0))T , Qh = (dhs hs hsm) 


U= {un(r, 0): Uh, Orun, O2Un € Vh, vr} 5 


Mn = {wn(r.0): wh € Ln, Vr) - 
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我 们 考虑 问题 (9.4.8) 的 有 限 元 近似 : 
找 w €Un, uh € Un, pn € Mn 使 


e 
(ae sees antontao-3 [° Əəsubuhd0 
0 


e 


_ = uttan) +0. f° Phuhdb =0, Yur evi, 
0 


e 
apie dt 中 Zf aobanbag+ 2 , [ontas 
-Af ubvbd 中 一 if phƏəuh d0 = 0, Vuh € Vh, 
0 


1 /9 
a, |° ulqndd + 1° sutando + Ji uhqad0=0, Van € Ln. 
0 0 0 


(9.4.9) 
a: 
ul = (0)Pah(r), uh = pOT 85 (r), pa = p0) Pal), 
其 中 ， 
ah(r) = (ut (r).uh (r). uhar)" 
hlr) = (uh Cr), ub alr), uhal)", 
Bu(r) = (pha (r), pha (r), ,Phm(r)) - 
则 问题 (9.4.9) 等 价 于 下 面 的 常 微分 方程 的 边 值 问题 : 
=ý (4. (ra,a*) — AtB a Fa 外 +Da,p,=0, (9.4.10) 
= (ĉo, (ra,ah) — AtB a = Cat) = E ön =0, (94.11) 
DTBt + Bre + Er at = 0, (9.4.12) 


其 中 A, B, C Æ n x n 和 矩阵 : 


日 e 
s T = J 1 T 
a-f (0)w(0) dd, B= f (0)w" (9) db， 


日 
ion # T49- 
c= A (6) (0)" a0; 
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D, E Æ n x m BEBE: 
e e 
p= | popoa, B= [| wogo"a. 
0 0 
引进 变量 变换 r= e°, W (9.4.10)~(9.4.12) 为 : 
—v (Ad?a!t — (A + B)ah — 2Cü8) + e° DAP: = 0, 
—v (Ad?ah — (A + B)id — 2CT UN) — e° Ep, = 0, 
DTƏ,üh + DTàh + ETü = 0. 
令 : 
Bh = r Ô? =ð ùt, wh = duh, 
则 有 : 
-v (Adst! — (A + B)ah — 2Cü8) + DOsBn — DPn = 0, 
—v (Ad,} — (A + B)ü# — 2CT a!) — Ep, = 0, 
DT wh + DT al + ET ah = 0. 
其 矩阵 形式 为 : 
[An A a0 B ) 
u Ái Un hl Bı Bi Un i (9.4.13) 
Lo 0 OsPh By 0 L Ph 
其 中 ， 
[vA 0 0 0 「 -p 
0 0 0 
An = Ai = š 
= 0 vA 0 0 
1 0 0 I Lo 
0 vA+B) 0 >C [=p 
q 0 0 0 0 
Bu = By = 
M o 2ocr 0 vA+B) a PS. 
lo o I 0 Lo 


.358 . 人工 边界 方法 一 一 无 界 区 域 上 的 偏 微分 方程 数值 解 


由 RQ 分 解 我 们 得 到 : 
Bu By =RQ= Ru Ri Qu Qr 
By 0 0 Ro Qa Qz |’ 
其 中 R 是 上 三 角 和 矩阵 , Q IEAM. H (9.4.13) 我 们 有 : 
An ea Slee =|% Riz F daid 
0 0 JL Oh Qh ] | 65; 0 Re jl 5 J] 


或 
AnQh +42Qh AnQh + Ai2Q2 | | 8,Ú; | 


0 0 aP; 
-|™ =g 
0 Rz Di | 
其 中 ， I p 
| Uh | =Q | a | (9.4.15) 

Ph Ph 
对 于 RQ 分 解 我 们 有 : 
引 理 9.4.1 ”矩阵 


Bu Biz 
By 0 
是 非 奇异 矩阵 , 因此 Ray 和 Roo 都 是 非 奇 异 和 矩阵. 
证 明 ”我 们 只 需 证 明 线性 方程 组 


0 v(A+B) 0 2uC -D Wr 
g 0 0 0 0 Ur 
0 2uC 0 v(A+B) -E we | =0 
0 0 I 0 0 ug 
Dr Dr 0 Er 0 p 


只 有 零 解 。 由 于 w. = we = 0, 我们 有 : 
v(A + B)u, + 2vCug — Dp = 0, (9.4.16) 
2vCTu, + u(A + B)us — Ep = 0, (9.4.17) 
DTu, 十 五 Tue = 0. (9.4.18) 
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由 (9.4.16), (9.4.17) 我 们 得 到 : 


一 1 
Ors ea ee es Dp | (9.4.19) 
ue act A+B Ep 


两 边 乘 以 p: 


v| (Dp)T (Ep)™ |x: | | = 0, 


其 中 ， 


K= A+B 2C 
| 2cr A+B |" 


和 矩阵 K 可 视 为 由 二 次 有 限 元 对 下 面 的 常 微分 方程 组 近似 而 得 到 的 刚度 矩阵 ， 
—u +w +u=0, 


—-y"—u'+v=0, 


u(0) = u(@) = v(0) = v(8) = 0, 
因此 K 是 正定 矩阵 , 则 我 们 有 : 


dig 
Ep 
直接 验证 可 知 矩 阵 D 的 秩 为 m， 则 p = 0 是 唯一 解 . 再 由 (9.4.19) 即 得 u, = 0, 


ug = 0, . 


由 (9.4.14) 我 们 有 : 


R22pj, = 0, 
由 引 理 9.4.1 即 得 : 
Pi =0, Op; =0. (9.4.20) 
WW (9.4.14) 的 第 一 个 方程 简化 为 : 
(AnQT, + A5Q1)8,D; = RuÚ; (9.4.21) 


我 们 求 下 面 形式 的 解 : 


Of =eC. 
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代入 到 (9.4.21), 我 们 得 到 下 面 的 特征 值 问题 ; 
RI (Angh + ArQia)6 = XÇ, 


其 中 入 = 1/0. 
引 理 9.4.2 


(i) 特征 值 问题 (9.4.22) 没有 形式 为 ai 的 特征 值 , 其 


(9.4.22) 


ha 是 任 


意 实数 , i = VT; (ii) 若 入 是 一 个 特征 值 , 则 -A 也 是 一 个 特征 值 。 


证 明 (9.4.22) 式 可 以 写 为 : 
Au A Qh Qn ¢ each Ru Ri2 ¢ 
0 0 Qh Qh 0 0 Ro of 
或 者 等 价 地 
Ay Aig QRC u al Bu Bo | QT, ç f 
0 0 Qç By 0 Qç 
m T T T 
z g r [Qc |_|} eh Q ¢ 
[£ & & & n] | A Ë: ella 
则 : _ 
vA 0 0 0 -D 8 
or 00 0 £ 
0 0*A0 0 o 
000 f 0 É 
00 00 0 n 
0 v(A+B) 0 wC -D Ê, 
I 0 0 0 0 £, 
= 入 | 0 WC 0 vA+B) -E Êo 
0 0 I 0 0 ĉo 
pt Dr 0 Æ 0 n 
等 价 地 : 
vA, — Dn = MW(A+B)ér + 2AvCẸa — ADn, 
& = £, 
vAég = 2XuCTE + Av(A + B)&o — AEN, 
£o = Ao, 


DTEé, + DTE + ETé = 0, 
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或 
& = MÉ, & = Abo, 
GAYS = 0, 
其 中 ， 
v (A2(A + B) — A) 2vX2C (1-ND 
CGO) = 2vA2CT v(2(A+B)—A) -Mp |, 
(1+A)DT AET 0 
fé 
$= | & 
n 
对 任意 实数 a, 
—v (a?(A+ B) +A) —2va?C (1-ai)D 
G(ai) = —2va? CT _u (aœ? (A +B)+ A) —aiE 
(1 +ai)DT aiET 0 
$: 1 
& 
G(ai) | & | =0, 
n 
或 


& |_| üa -ai)Dn F £ 
nie | -| pe k [ (1+ai)D? aig™ | Ë: | =D; 


Ral” (a?(A + B) + A) 2va? C 
E 2ua2CT v (a2(A + B) + A) 
= uvo2K +v | Ao | 
0 4 


显然 , 矩阵 A 对 称 正定 , MU Ki 也 是 对 称 正定 矩阵 。 因 此 我 们 有 : 


(1—ai)Dn | e 


apt apt =1 
| a+abp aip IES | _aiBy 
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Wy (1 — ai)Dn 
m= 4, |’ 


(n.)T Ky 'n. = 0, 


其 中 示 是 n 033896. HERB) Kp) 也 是 对 称 正定 矩阵 ， 则 q. = 0， 由 此 以 及 
D 的 秩 为 m WI n = 0。 因 此 £, = & = 0, W Gli) 是 非 奇 异 矩 阵 ，ai 不 是 
(9.4.22) 的 特征 值 。 最 后 ,容易 验证 G( 一 和 ) = GT(A)。 因 此 , 车 A 是 一 个 特征 值 ， 
则 det (G(—A)) = det (GT(A)) = det (G(A)) = 0, BI -入 也 是 一 个 特征 值 。 时 

由 引 理 9.4.2 可 知 和 矩阵 R (AQT + AQ) 没有 零 特征 值 ， 因 而 是 非 奇 
FERE, W (9.4.22) 可 以 改写 为 : 


Un RUER, HA: 


我 们 得 到 : 


(AnQh + AQ) Rug = cÇ (9.4.23) 


Jt o= ` 因此 我 们 有 下 面 的 定理 : 


定理 9.4.1 ”特征 值 问 题 (9.4.22) 有 2n 个 实 部 为 正 的 特征 值 : a1,02,…， 
oon, 以 及 与 其 对 应 的 2n 个 特征 值 : 一 01, 一 02,… ,一 02n。 . 

假设 当 7 一 OM, ah(r), GB (r) AR, 则 由 定理 9.4.1, 我 们 得 到 方程 (9.4.14) 
的 解 : 


2n 
Di = F yG. 


j=l 


问题 (9.4.13) 的 解 是 : 


[ageet] 


Ph 


j=1 
其 中 r=es。 令 : 
和 和 T 
QTO = [éns Eng 65 €05 ni] ， 
W: 
a an €; 
ab |= Lar €o; 
Ph a Nj 
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因此 问题 (9.4.9) 的 解 是 : 


2n 


u(r,0) = >》 cr (0)"E 3, (9.4.24) 
=i 
a 
ub(r,0) = $ cir™ (0)" Enj, (9.4.25) 
j=1 
A 
=} r 9(0) n;. (9.4.26) 
F= 


等 式 (9.4.24)~ (9.4.26) 即 为 Stokes 问题 (9.4.1)~(9.4.3) 的 解 在 奇 点 附近 的 
渐 近 展开 式 的 离散 形式 。 


9.4.2 ”奇异 有 限 元 近似 


应 用 解 在 奇 点 附近 的 渐 近 展开 式 (9.4.24)~(9.4.26)， 我 们 考虑 问题 (9.4.1)— 
(9.4.3) 的 奇异 有 限 元 近似 。 首 先 引进 指标 集 : 


j: 1<j<2n, o; WKB, 
j: 1 < j < 2n, o; = aj + bji,b; > 0}. 
则 对 应 于 (9.4.24)~(9.4.26) 的 实 解 为 : 

uh(r,0)= > cjr pl)" én 


JENr ` 

+ Y ejr® ap(0)" (€; cos(b; ln r) — &, ;sin(b; Inr)) 
JENe 

+ Y dyr“ (0)™ (€; sin(b; Inr) + €, cos(b; n r)) , 
JENe 


ub(r,0)= > cjr?p(0)" Eo 
jeN, 
+ > cr 4p(0)™ (6,5 cos(b; nr) 一 €; sin(b; Inr)) 
jeN, 


+ > djr%:ap(0)7 (E3 jsin(bj nr) + €; cos(b; Inr)), 
GENe 


pr(r,0)= Y cir™ (0)? nj 


jeN, 

+ > jr 1 6(0)" (mj cos(b; lnr) — m sin(b; In r)) 
jENe 

+ Y dr G0)" (nj sin(b; nr) + n cos(b; Inr)), 


JENe 
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其 中 |£ Erg Eh 8 m 和 £ j, Erg 8 mY E QT OT 的 实 部 和 
虚 部 。 因 此 : 


us > ej f0) 


JENr 

+E or (40) cos(b; Inr) — f,?)(6) sin(b; Inr)) 
JEN: 

+> gr” ( F (0) sin(bj Inr) + F (0) cos(b; Inr)) ; (9.4.27) 
JENe 

p= $. cr" tg (0) 

je N, 

+ > cjr"! (z: (2) ( (0) cos(b; nr) 一 g\)(8) sin(b; Inr)) 
JEN. 

+ are (o (H (0) sin(b; Inr) + gf? (0) cos(b; nr) : (9.4.28) 
JENe 


其 中 心 = (ui, u2)", 


oo) -r| BO)" Eng | pa | cosg 一 sinb | 
了 , ` 


l0)" Eo, sing cos0 
0) =7 | POTE | , Pe -r| HOV Eng | 
fi (0) Bess fi (0) WOTE, 


9 (8) = 0(0)" nj. g0) = 由 (9)T g0) = A0). 


在 pamm (9.4.28) 中 取 oj 和 ak 使 得 oj, ak € (0,2]， 假 设 它们 构成 集合 
{oj} 和 {ag}? 我 们 构造 下 面 的 奇异 有 限 元 空间 : 


Sh=Span(n(r,0)r% f (0), n(r,8)r* 
+ (fÉ!) (0) cos(be Inr) — fÉ) (0) sin(b, In r)), 
nlr, Or (FEY (8) sin(by Inr) + F.?) (0) cos(bk In r)), 
j=1,--- ,Mi;k = 1,2,.… , M2}, 
Qt =Span{r tgi (0), rm 
+ (gk? (0) cos(bx Inr) — gl?) (0) sin(bx In r)), 
we 1g (0) sin(bk lnr) + go (9) cos(bx In r)), 
j=1,2,.… ,Mi;k =1,2,--- , M), 
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其 中 n(7,0) 是 在 原点 为 1, 边界 OQ 为 0 的 任意 切断 函数 。 令 : 


Un = (ux(z): un(z) € S @ Sh. un(ws) = g(zs). Vs € No}, 
Va = {vn(x): vn(e) € Sh @ SË, vale.) = 0, Ys € No} c (HA(2))”, 
Mn = (Q5 © Qf) N L0(0) 


其 中 ， 


人 4 二 ({v(z) € C(Q): vlk 是 二 次 多 项 式 })? 
Qh=(q(z) € C(Q): qlk 是 一 次 多 项 式 } 


是 标准 的 有 限 元 空间 。 由 此 ,我们 得 到 Stokes 问题 (9.4.1)~(9.4.3) 的 奇异 有 限 
元 近似 : 
找 (un(z), pn(z)) € Un x Mn 使 
a(un, vn) — b(vp.pr) =(F-Un), Yun € Vh, (9.4.29) 
b(un,wr) =0, Vu, € Mn, 


其 中 ， 
alun, Vp) = of VunVvndrdy, blun, wn) = f wpdiv ahdzdy. 
2 a 


附注 “本章 的 内 容 可 参阅 下 列 文献 : Wu and Han (1997); Wu and Han 
(2001); Wu and Xue (2003); Wu and Cheung (1999); Wu and Jin (2005)。 应 用 
人 工 边界 方法 处 理 带 奇 点 二 阶 椭圆 偏 微分 方程 边 值 问 题 和 交界 面 问题 的 其 他 相 
关 工 作 , 可 参阅 论文 Han (1982); Yu (1983-B); Han and Huang (1999-A)。 人 工 
边界 方法 已 成 功 地 应 用 于 线性 弹性 断裂 力学 中 各 种 问题 应 力 强 度 因 子 的 计算 , 有 
兴趣 的 读者 可 进一步 参阅 论文 Babuska and Oh (1990); Babuska and Rosenzweig 
(1972); Fix, Gulati and Wakoff (1973); Givoli and Rivkin (1993); Givoli and 
Vigdergauz (1994); Guo and Oh (1994); Kellogg (1971, 1975); Li, Mathon and 
Sermer (1987); Han and Huang (1999-B); Han, Huang and Bao (2000); Bao, 
Han and Huang (2001); Han and Huang (2001-A); Tsamasphyros (1987). 
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